Departamento de Estabilidad. Lo
Facultad de Ingenieria Civil. =4
Universidad de Buenos Aires (FIUBA) | ‘

Av. Las Heras 2214 (C1127AAR) — Buenos Aires, Argentina

FUNCIONES DE FORMA CLASE C1 EN ELEMENTOS DE VIGA
CONSIDERANDO DEFORMACIONES POR CORTE Y TORSION.
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Resumen: En el andlisis de elementos de viga de seccion transversal compuesta por sucesivas capas de ldminas
reforzadas con fibras unidireccionales de alta resistencia y orientadas arbitrariamente (laminados compuestos), la
determinacion de las tensiones tangenciales interlaminares es fundamental para el andlisis del comportamiento mecanico
no lineal del elemento. Esto requiere de la utilizacion de teorias de vigas que consideren hipotesis cinemdticas que
admitan deformaciones por corte, particularmente en el caso de secciones no circulares sometidas a esfuerzos
combinados de torsion. Por otra parte, las elevadas relaciones rigidez/peso y resistencia/peso de las vigas de laminados
compuestos, establecen secciones transversales extremadamente esbeltas que para problemas de flexion, corte y torsion
acopladas, requieren de un andlisis basado en medidas de deformacion finitas, las que finalmente derivan en la
determinacion de matrices de rigidez no-lineales. El objeto del presente articulo sera la formulacion de un conjunto de
funciones de forma de continuidad clase C1, basada en una teoria de vigas que considere las deformaciones por corte y
torsion acopladas, para un elemento finito de viga 3-D sometido a esfuerzos de flexion, corte y torsion con alabeo.
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Introduccion.

En un elemento de viga de eje recto y seccion transversal
constante, el campo completo de desplazamientos
incrementales del cualquier punto perteneciente a la
seccion transversal queda determinado mediante un
conjunto de funciones definidas a partir de un sistema de
coordenadas local solidario con el eje de referencia del
elemento.

u = [u(x, v,z) v(x,y,z) w(x,y, z)] ......................... @)

El problema de la viga espacial sometida a esfuerzos de
flexion, corte y torsion combinadas en sus extremos, tiene
solucion cerrada seglin la teoria de la elasticidad para la
viga analizada como un solido tridimensional sometido a
esfuerzos en sus extremos. [09]. Las funciones “exactas”
que determinarian el campo completo de desplazamientos,
son solucion de la ecuacion diferencial de equilibrio, para
las condiciones naturales y esenciales de borde, es decir
que son la solucion equilibrada y compatible del
problema. Estas funciones se obtienen de la teoria de
elasticidad, como la combinacion de las soluciones de los
cuatro problemas fundamentales de Saint Venant.

Otro planteo posible y es el que aqui se desarrolla, se basa
en la teoria de vigas, las cuales parten de la hipdtesis
cinematica fundamental de las secciones planas y
permiten expresar todo el campo de desplazamientos en
funcion de los desplazamientos incrementales del eje de

referencia y los giros de flexién. Ademas, la hipotesis de
secciones planas admite considerar de modo sencillo
mediante una teoria de primer orden, la influencia de las
deformaciones por corte sobre los desplazamientos y los
giros.

Incorporando luego los términos adicionales debidos al
alabeo de la seccion (los cuales si son solucion exacta de
la teoria de la elasticidad), es posible formular una
razonable aproximaciéon al problema del campo de
desplazamientos de un elemento de viga tridimensional,
sometido a flexion, corte y torsion combinadas, sin
considerar secciones planas.

En una formulacion de elementos finitos, se busca un
campo de desplazamientos aproximado mediante un
conjunto de funciones de forma que interpolen el campo
de desplazamiento incognita a partir de valores conocidos
en los nodos del elemento, organizados en un arregla
conocido como el vector de wvariables nodales
independientes.

{0} ~[H]{ O} @)

En la expresion anterior, la matriz [H] es un arreglo de
3xN dimensiones, con N funciones de forma que
interpolan los desplazamientos relativos
u('x’ y’ Z)’ V(‘x’ y)’ W(‘x’ Z) N
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La interpolacion mediante funciones de forma de clase C1
permite  representar un campo aproximado de
desplazamientos transversales que verifica las mismas
relaciones diferenciales entre desplazamientos y giros.
Debido a que utiliza el doble de parametros de
interpolacion’, estas funciones verifican continuidad entre
elementos del campo de desplazamientos y sus derivadas,
por lo que a estas formulaciones se las denomina de clase
ClL.

En un esquema de clase C1, se mantienen las relaciones
diferenciales entre derivadas de desplazamientos y giros
para el campo de desplazamientos aproximado En
elementos de viga de eje recto es natural y mucho mas
eficiente, emplear interpolaciones de clase C1 debido que
por su alta precision, requieren aproximadamente la mitad
de elementos para representar el mismo campo de
desplazamientos que una malla con elementos de
continuidad CO, y por otra parte, los giros y los
desplazamientos se interpolan de manera consistente con
los giros y las deformaciones por corte, lo cual evita
problemas en la determinacion de la rigidez correcta del
elemento. Sin embargo, en un esquema de continuidad
clase C1, no es tan sencilla la determinacién de las
funciones de forma cuando se consideran las
deformaciones por corte y torsion, como en el caso de las
interpolaciones isoparamétricas CO.

Revision de las teorias de vigas

La hipdétesis cinematica fundamental en las teorias de
vigas se basa en el mantenimiento de las secciones planas
luego de la deformacién. Esta hipotesis fundamental
permite entre otras cosas, formular el campo completo de
desplazamientos de la viga en funcion de las rotaciones de
flexibn y desplazamientos transversales del eje de
referencia de la viga. En los paragrafos subsiguientes, se
revisan algunas teorias de vigas que permiten establecer
las relaciones cinematicas entre los giros transversales, las
deformaciones por corte y los desplazamientos
incrementales del eje de referencia del elemento.

La teoria de vigas de Euler-Bernoulli

Cuando no se consideran las deformaciones por corte, se
puede utilizar la teoria de Euler-Bernoulli, en la cual se
formula como hipétesis de linealidad cinematica la
conservacion de las secciones transversales planas y
normales al eje de la viga, antes y después de la
deformacion. Esta hipotesis desprecia las deformaciones
por corte en ambos planos de flexion transversal

(;/XZ ~0,7, zO) y debido a ello, las deflexiones son

subestimadas y las frecuencias naturales y cargas criticas
de pandeo son sobrestimadas. La validez de esta

! Para los desplazamientos transversales y giros de flexion unicamente.

aproximacion dependerd de la relacion de lados con la
longitud de la viga y de la magnitud de los esfuerzos de
corte, el cual tendra particular influencia cuando las
ecuaciones constitutivas del material tengan modulos
bajos de deformacion transversal.

La teoria de vigas de Timoshenko-Reissner

Cuando se consideran las deformaciones por corte, deben
hacerse hipdtesis adicionales sobre la distribucion de las
mismas en la secciébn transversal. En primera
aproximacion, si se mantiene la hipotesis de las secciones
planas, se puede admitir luego la existencia de una
deformacién por corte constante (distorsion angular) en
toda la altura de la seccion, que cambia el giro de flexion
y causa que las secciones planas ya no sean
perpendiculares al eje medio de la viga, como si lo eran en
las hipoétesis de Euler-Bernoulli. Cuando se consideran las
deformaciones por corte bajo una hipdtesis de secciones
planas, se estd utilizando una teoria de deformaciones de
corte de primer orden (FSDT) y se corresponde con las
hipotesis de Timoshenko-Reissner para vigas y placas
gruesas.

La consideracion de una distribucion constante de
deformaciones por corte, requiere de la correccion del
valor de la energia de deformacién por corte mediante un
factor de forma. Ademas una distribucion constante viola
las condiciones de borde en los extremos de la seccion
transversal. Por lo tanto, otras hipdtesis pueden efectuarse
para distribucion de las deformaciones por corte que
verifiquen las condiciones de borde transversales y que no
requieren de correccion alguna, lo que deriva en la
consideracion de teoria de deformaciones por corte de
orden superior [05],[10].

Asumiendo una deformacioén por corte constante en todo
el elemento, seran necesarias dos deformaciones por corte

o

Y. Y 7, para representar el campo completo de

desplazamientos de la viga de corte. La teoria de vigas de
Timoshenko-Reissner en un planteo de elementos finitos y
variables nodales, implica considerar los giros de la
seccion y las deformaciones por corte como variables
independientes y se relacionan entre si mediante las
expresiones conocidas.

o o
daw 0.()=7, - dv
dx dx

0,(x)=y.+

La teoria de Torsién de Coulomb

La existencia de esfuerzos de torsion en el elemento,
merece un analisis preliminar, debido a la posibilidad del
alabeo de la seccion y en consecuencia del mismo, la
pérdida de la hipétesis cinematica fundamental de
secciones planas. El caso mas simple de torsion se tiene
cuando en ambos extremos de una viga de eje recto,
actuan momentos iguales y contrarios, en planos normales
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al eje geométrico: en cuyo caso la solicitacion es de
torsion simple y constante en todas las secciones.

Cuando las secciones transversales del elemento son de
seccion circular maciza o hueca, la torsion puede
estudiarse por el procedimiento elemental debido a
Coulomb. Segun la teoria de Coulomb, en la seccién
circular o anular los desplazamientos se suponen debidos
a una rotacion pura o torsion de cada seccion transversal,
sin desplazamientos en la direccion axial. Si en un
elemento de viga de seccion circular la torsion por unidad

de longitud d6,/dx = (6’3 —Hi)/L =¢@ es constante, las
Unicas tensiones no nulas seran las tensiones tangenciales
t.,=-G-¢-z y 7,=G-¢-y. ° y no se producen
tensiones longitudinales. Luego, los desplazamientos
relativos longitudinales no se modifican en este caso.

La teoria de Torsion de Saint-Venant

La teoria elemental de Coulomb de la torsion de las vigas
de seccion circular fue aplicada erréneamente por Navier
a vigas de seccidn cualquiera, suponiendo que las
secciones se mantendrian también planas. Por el contrario,
la teoria de la elasticidad y la experiencia’ demuestran que
las secciones (si no son circulares) se mantienen
efectivamente indeformadas en su plano (los radios que
salen del centro de torsidbn permanecen rectos y las
distancias angulares mutuas no cambian) pero se hacen
alabeadas, es decir, que las rectas contenidas en la seccion
se salen del plano.

El desplazamiento relativo longitudinal para la viga de eje
recto de seccion transversal arbitraria y sometida a torsion
simple, queda determinado segin la teoria de Saint
Venant.

d Hx
dx

”(an’aZ):Zx(yaZ)'

La funciéon y(y,z), se denomina funciéon de Warping o

Alabeo, la cual por conveniencia ha sido multiplicada por
el giro unitario de la seccion.* La funcion de alabeo se
obtiene como la solucioén del problema de la teoria de la
elasticidad de la viga sometida a un par torsor en sus

2 El campo de tensiones verifica el caso trivial de giro de la seccion
transversal constante a lo largo del elemento, el cual implica un
movimiento de cuerpo rigido sin deformaciones ni tensiones.

’ La resistencia de materiales provee analogias cualitativas muy utiles
para comprender el problema de la torsion. La analogia de la membrana
de Prandtl y la analogia hidrodindmica de Greenhill son herramientas
muy utiles para un examen cualitativo, y si bien estos modelos no
simplifican el estudio de la torsion dado que las dificultades analiticas
son las mismas en cada caso, es sabido que el fenomeno hidraulico y de
la membrana, son mucho mas intuitivos que el elastico.

* De este modo, para un giro de cuerpo rigido no se producen
distorsiones angulares.

extremos, el cual se conoce como el Tercer Problema de
Saint-Venant.

- 4(-1)" -sin(k, - y)-sinh(k, - z)
2R =y Z; a-(k,) -cosh(k, - b)

(2n+1)-7
L, =———— 2a=b, 2b=h
2a
La serie infinita resultante de la solucidén analitica,
converge rapidamente por lo que requiere muy pocos
términos para llegar a resultados con menos de un 1% de
error numérico [02].

La formulacion del campo de desplazamientos.

A partir de las diferentes teorias de vigas, se propone un
campo de desplazamientos para el elemento de viga
tridimensional sometido a solicitaciones axiales, de
flexién, de corte y de torsidbn combinadas. El campo
formulado parte de la hipétesis cinematica fundamental de
las secciones planas la cual permite obtener la solucion
del problema mediante wuna teoria lineal de
desplazamientos. A partir de las hipodtesis de secciones
planas, fue posible relacionar los giros de flexién con los
incrementos de desplazamientos transversales.

Luego, para considerar los efectos de la torsion, se
determinan e incorporan los términos adicionales al
campo de desplazamientos debidos a la torsion y al alabeo
de la seccion transversal. Se obtiene entonces un conjunto
de funciones definidas a partir de un sistema de
coordenadas local, solidario al eje medio de la seccion.

de.‘(
u(x,y,2) u’(x) 0.(x) 0,(x) dx
Wxz) b= @) teyd 0 ez da )ty 0 L(O)
w(x, y) w’(x) 0.(x) 0 0

Por otra parte, la consideracion de la influencia de las
deformaciones por corte en el campo de desplazamientos
del elemento de viga, requiere previamente de la
determinacion de las distorsiones angulares y, ,7..7,..

Estas distorsiones angulares de corte, estan directamente
relacionadas’ con las componentes del tensor de
deformacién asociado al campo de desplazamientos. Esto
significa que las relaciones entre los giros, las
deformaciones por corte y las derivadas de los
desplazamientos, dependeran de Ila medida de
deformacion utilizada.

* Las distorsiones angulares son deformaciones debidas a corte simple, y
no son componentes de un tensor de 2do orden. Las deformaciones de
corte puro si son componentes de un tensor de 2do orden
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Si se utiliza una medida de deformacion infinitesimal, las
relaciones cinematicas entre giros y derivadas de
desplazamientos son lineales y pueden ser interpoladas
luego mediante funciones de forma. Luego, utilizando las
distorsiones de corte obtenidas en las expresiones (28) y
(29), los giros y desplazamientos transversales y las
deformaciones por corte se relacionan segun las siguientes
expresiones:

dw  do. (o
0., ,2) =y . +——+—2 ZE 4P | e, 7
Wor B =7t dx(@z yj ™
& do, (o
0., ,2) =y, —————2+| L5 —Z | e 8
(59,927, - 2L (ay j @

En las expresiones se puede ver que los términos
asociados a la torsion, implican que las secciones
transversales pierden la hipdtesis cinematica fundamental
de las secciones planas, ya que ahora los giros de las
secciones transversales dependen de las variables
coordenadas del plano transversal YZ

La utilizacion de una medida de deformacion no lineal,
como el tensor de deformaciones de Green-Lagrange,
permite establecer otra relacion cinematica entre los giros
y los desplazamientos transversales, la cual, como se vera,
no puede ser utilizada dentro de una formulacion de
elementos finitos basados en funciones de forma. Si se
desarrollan las expresiones de las distorsiones angulares
V. Y 7., obtenidas a partir de las la hipdtesis de Von

Karman (pequeflas deformaciones pero giros moderados,
se obtienen términos adicionales a la relacién entre giros,
desplazamientos transversales y deformaciones por corte,
que hacen al problema no-lineal.

aw’ db. (oy do v’
0 = + 4 —> | L4 +0 | —X.z——— 1| ..... 9
v = Ve b dx [ P Y j f ( dx z dx] ©)

gyd_ﬁ(%jg .(d@ Wﬂj ..... (10)

T dx

En estas expresiones los términos subrayados indican
productos entre los giros de torsion y las derivadas de éste
y del desplazamiento transversal, y hace al problema de la
interpolacion  un problema no-lineal. Luego, la
consideracion de estos términos implica que no pueden
interpolarse los desplazamientos del elemento con
polinomios, que son las formas lineales empleadas en la
discretizacion de elementos finitos. Por lo tanto, en la
formulacion de las funciones de forma del campo de
desplazamientos, no podran considerarse para los giros de
flexion las deformaciones por corte basados en medidas
de deformacion finita.

Las expresiones (5) (6), (7) (8) representan el campo de
desplazamientos aproximado para el caso de una viga de

eje recto y seccion transversal constante, sometida a
esfuerzos normales, de flexién, de corte y de torsion
combinados, ¢ incluyen los términos adicionales debidos
al alabeo de la seccion®.

La interpolacion del campo de desplazamientos

A partir de una formulacién débil del equilibrio, en un
planteo discreto de elementos finitos se busca un campo
de desplazamientos que verifique la compatibilidad, el
equilibrio y las condiciones de borde, pero ya no en todo
el dominio sino Unicamente en los nodos del elemento.
Este campo de desplazamientos se podrd aproximar
mediante la interpolacidon numérica de las variables
nodales externas ¢ internas del elemento, mediante un

conjunto de funciones de interpolacién A', =h', (x,y,z)

N
U, (6, 0, 2) % D h Uy (11)
m=1

Las matrices A’ son arreglos de 1xN, es decir vectores
fila, que pueden agruparse en una matriz de interpolacion
de 3xN, donde N es el numero de grados de libertad del
elemento de viga en el espacio. Luego, las funciones de
interpolacion se pueden agrupar en una matriz de
interpolacion:

LGN | R T
[H]= [hz(x,y)] S S = (12)
[h3(x,z)J BooR, LRy,

Las funciones de interpolacion o funciones de forma 4',

interpolan el campo de desplazamientos u'(x,y,z) y se

determinan seleccionando arbitrariamente el grado del
polinomio a partir de las incégnitas nodales disponibles en
el elemento. Por otra parte, la teoria de vigas adoptada
relaciona los desplazamientos incrementales del eje de
referencia y los giros de flexion respecto de este, con el
campo de desplazamientos u(x, y,z), v(x,y), w(x,z). Por

lo tanto, para determinar las funciones de forma es
necesario previamente definir que clase de continuidad se
requiere para cada componente del campo de
desplazamientos del elemento.

Interpolacion C1 de los desplazamientos transversales

Debido a las relaciones diferenciales que existen entre
desplazamientos transversales y giros, que surgen de las
hipotesis de secciones planas, el esquema elegido para
interpolar desplazamientos transversales v(x,y) y w(x, z)

® En secciones transversales de alma llena, en general el alabeo de la
seccion estara restringido y generara en consecuencia tensiones
longitudinales que deberan ser consideradas.
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es con continuidad clase C1 o hermitica, que incorpora
como variables nodales los desplazamientos transversales
y sus derivadas, las cuales estdn asociadas a los giros de
flexion del elemento.

En una formulaciéon del tipo Cl, los desplazamientos
transversales deberdn ser continuos y derivables entre
elementos hasta su primera derivada, que esta relacionada
con el giro transversal. Para cumplir dicho requerimiento,
manteniendo una teoria de deformaciones de corte de
primer orden, el grado minimo de los polinomios
interpoladores debera ser igual a tres.

v"(x):ibj-x(j) w"(x)chj-x(k) ............ (13)

Las deformaciones por corte, se consideran constantes en
todo el elemento, y se pueden incorporar como nodo de
interpolacion mediante un nodo central que contienen a
los giros. Previo al proceso de ensamblaje de la matriz de
rigidez, estos nodos internos se eliminan mediante
condensacion estatica. Formalmente, cada deformacion de
corte tiene un coeficiente de interpolacion asociado:

o= fxV =1y =D g 2" =g .(14)
i=0 i=0

La interpolacién de los giros de flexion se obtiene ahora
reemplazando las funciones de forma en las expresiones
de las relaciones cinematicas (6), (7) y (8), que garantizan
un esquema de continuidad clase C1 para los
desplazamientos transversales y giros

Para los desplazamientos longitudinales no es posible
mantener la continuidad C1 a menos que se incorporen a
las  deformaciones membranales como variables
independientes, como se opera en las formulaciones
mixtas. En el presente trabajo, se interpola el campo de
desplazamientos Unicamente con variables nodales de
desplazamiento. Iguales consideraciones se efectiian para
los giros de torsion. Para estos desplazamientos se relaja
la condicién de continuidad C1, y se tienen los polinomios
de primer grado:

1
u'(x)=Y a, x" 0.(x)=d, - x" (15)
m=0

La interpolacién con un polinomio de ler grado para el
desplazamiento relativo longitudinal de los nodos, implica
una deformacion membranal constante en el elemento.
Cuando se busca formular elementos de alta precision que
puedan representar el campo de desplazamientos del
problema con pocos elementos, puede requerirse que el
elemento admita una deformacidbn membranal no
constante. En este caso, puede requerirse para la
interpolacion del desplazamiento longitudinal un grado
mayor a uno. Para esto, puede emplearse un esquema
jerarquico con un nodo central, obteniéndose una

interpolacion cuadratica CO’ para el desplazamiento
longitudinal. Este nodo intermedio luego se condensaria,
previo al proceso de ensamblaje de la matriz de rigidez.

Respecto a la funcion de warping, es necesario conocer las
condiciones de borde de la misma, junto a sus derivadas
parciales. La funcion de alabeo para una seccion arbitraria
de alma llena, verifica las siguientes condiciones sobre el
origen (el eje de referencia de la seccion transversal):

9 (0,0=0

0,0)=0

Conocido el conjunto de funciones de interpolacion de
todo el campo de desplazamientos, se busca determinar
los coeficientes de interpolacion a partir de las
condiciones de borde del elemento.

1(0,0,0) = Al v ):I}l w(0 )=Wl
u(L,0,0)=U, v(L,0)=7, w(L,0)=W,
0,(0)=06; 0,(0,0,00=6"  6.(0,0,0)=6;
0.(L)=6: 0,(L,0,00=6; 6.(L,0,0)=6;

7e(L/2)=7. 7, (L/2)=7,

Fig.1 Condiciones de borde del elemento de viga tridimensional
para los desplazamientos, los giros y las deformaciones por corte

Las condiciones de borde del problema de interpolacion
son los grados de libertad del elemento, el cual se

representa en el vector {fJ} . Considerando el problema de

el elemento de viga de dos nodos con seis grados de
libertad por nodo y asumiendo ademas deformaciones por
corte constantes en el elemento, se tiene N=14

Wi ={o 7w g a

U, v, W, & & & y, y.}

En un problema donde no se consideren deformaciones
por corte, el nimero de grados de libertad del problema
sera N=12. En el caso de considerar deformaciones por
corte constantes en el la longitud del elemento, N=14.
Cuando se utilizan esquemas de interpolacion jerarquicos
de 2% grado para el desplazamiento longitudinal, N=15.
Los nodos centrales deberan condensarse estaticamente
previo al proceso de ensamblaje de la matriz de rigidez.

7 La utilizacién de una funcién de forma de 2do grado no implica
continuidad clase C1 entre elementos ya que la derivada en los nodos
extremos es diferente entre elementos.
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Planteando la matriz del sistema lineal de N ecuaciones y
resolviendo para un vector incognita de N coeficientes de
interpolacion, se obtienen las expresiones de las funciones
de forma. Definiendo un conjunto de funciones auxiliares,
@, con k =1..8, la matriz de interpolacion se muestra en

la Fig.2 La funcion de alabeo y(y,z)y sus derivadas

x 6-9¢ 6 X
l_z Ll'y LI'Z —, Pz Py i3
[H]=| 0 o 0 —(1—%)-2 0 -p 0

X
D5 (l_zj'y Ps 0 0

Fig.2

parciales, se encuentran condensadas en la funcion
auxiliar ¢,(y,z). La expresion de la matriz de
interpolacion, si no se consideran los efectos del alabeo de
la seccion transversal, es idéntica a la obtenida en la
referencia [01]

6-9 6-9, |
Y =z 9, @z —ppy 69z 6.y
L L
X
@, 0 -—z 0 @ - X 0 2}
L
X
0 (2] Z'y QX 0 @ 0

Funciones de forma para el elemento de viga tridimensional sometido a esfuerzo normal, flexién corte y torsién considerando el alabeo de las

secciones transversales.

_L-n)x o=, 0% _ %% _(L=39)-(L-x)
P ="—"] ?,(y,2) L{z 0 8yj s (x) 7

0, (x) = (2L—L¢ o (x) = L= (L +20 0, (x) = (L—L#
¢7(x):(3L—L23x)~x %(x):(L—Zx)(L—x)-x

Fig.3

Comentarios sobre la interpolacion clase C0 y
teoria de vigas de Timoshenko.

En buena parte de la literatura existe una confusion entre
el elemento de viga de Timoshenko y las interpolaciones
de clase CO, que es oportuno aqui aclarar. Los elementos
de viga que interpolan el campo de desplazamientos con
funciones de forma de continuidad CO, deben considerar
las deformaciones por corte, y en general se los denomina
como elementos de viga de Corte o de Timoshenko.

En un planteo de continuidad clase CO, los giros se
interpolan de  manera independiente de  los
desplazamientos transversales, y en principio sélo se
requiere para las funciones de interpolacion la continuidad
de las mismas dentro del elemento, aunque no de sus
derivadas.

Esto implica que los desplazamientos transversales del
elemento (la flecha) estaran dados por una distribucion
lineal y dado que existe flexion, una deformada de este
tipo so6lo se podra alcanzar mediante la incorporacion de
una enorme cantidad de energia de corte, tal que logre
“enderezar” la deformada de la viga de eje recto en
equilibrio.

Por ello, los elementos de clase CO, deben considerar las
deformaciones por corte en su cinemdtica ya que

Funciones auxiliares del elemento de viga 3-D.

efectivamente las secciones permaneceran planas pero no
perpendiculares al eje de la seccion, por utilizar una
interpolacion lineal del desplazamiento transversal
simultdneamente con la existencia de momentos flectores
que giran (planas) las secciones transversales.

Por otra parte, la gran cantidad de energia de corte
necesaria para verificar tal deformada, obliga el empleo de
artilugios numéricos para subestimar la energia de corte
(la deformacion por corte) de lo contrario las soluciones
se vuelven muy rigidas a partir de ciertas relaciones de
lado/longitud.

Estas cuestiones sefialan una paradoja: en los elementos
finitos de clase C0, denominados como elementos de viga
de Timoshenko, la deformacion por corte se debe
interpolar para establecer la cinematica correcta, pero la
mayoria del corte luego es “removido” para recuperar la
rigidez correcta. Luego, capturar la deformacion real por
corte no es el objetivo de dicha formulacion. [*]. La
interpolacion clase CO es muy empleada en vigas de eje
curvo y su generalizacion permite extender la formulacion
de elementos finitos a placas y cascaras curvas facilmente
[01]

6 Monografias de Mecanica de Laminados Compuestos. © 2006 FIUBA - http://www.fi.uba.ar/materias/mic



Funciones de Forma clase C1 en elementos de viga considerando deformaciones por corte y torsion.

Determinacion de las deformaciones por corte.

Los giros y las derivadas de los desplazamientos
transversales, estaran relacionados con las distorsiones de
corte y dependeran de la medida de deformacion utilizada
para determinar las componentes asociadas del tensor de
deformaciones.

Las componentes del tensor de pequefias deformaciones

. i . 8 e .
Si se asume una teoria lineal®, se puede utilizar la medida
de deformacion del tensor de pequefias deformaciones:

Expresando en notacion tensorial las componentes de los
tensores gradiente de desplazamientos se tiene.

ou . .
o =1L L (19)
"2 lax, ax,

Las componentes del tensor gradiente de desplazamientos
pueden expresarse en notacion de coordenadas cartesianas
haciendo X, =x, X, =y, X, ~z. Reemplazando se
obtienen las componentes cartesianas del tensor de
pequenas deformaciones:

ou
= e 20
S (20)
L L T Q1)
2 0y Ox
e =1 [a—”+@j ...................................................... (22)
2 \0z ox
B L B, (23)
o 2\oz oy

Reemplazando las  expresiones del campo de
desplazamientos propuesto, se obtiene el campo de
deformaciones segtin la teoria lineal:

du’ deo do,
= —+4 .

Rt 24

e Y ae T Ta (24)

LN (UL Sy LS 75 B (25)

Y2 L dx Oy

LN LU L S e WL 75 (26)
2 | dx dx dx 0z

8 Es decir si se asume que las componentes del tensor gradiente de
desplazamientos son mucho menores que la unidad

Las deformaciones longitudinales se obtuvieron
asumiendo un giro de torsion constante dentro del

elemento (dzﬂx [dx’ :O). Independientemente de la

funcién de torsion empleada, se verifica que la distorsion
del plano de la seccion transversal es nula (y,. =0).

e,zzl- v, aw =l-(—«9x+¢9r)=0 ....................... 27
“ 2\dz dy) 2 ]

Desarrollando las expresiones de las distorsiones
angulares 7, ,7.,7,., a partir de las componentes

tensoriales e_,e, e se obtienen las deformaciones por
corte’
7 de, (0
;/X‘,=2~ew:dl+92+ N S S B (28)
: ’ dx dx \ Oy
daw’ de_ (oy
=2 =——+60 ——| T4y | 29
Ve = x 7 dx ( oz ] 29

El signo negativo de la expresion (29) se debe a que la
distorsion de corte simple debe producir trabajo positivo
para un esfuerzo de corte positivo. '° Las distorsiones de
corte se componen de términos debido a la flexion y el
ultimo término debido a la torsién con alabeo.

Estas expresiones se utilizaron previamente para obtener
las relaciones cinematicas de la teoria de vigas de
Timoshenko y se asumi6 como hipdtesis que las
deformaciones por corte eran constantes en el elemento,
asociado a la idea de un esfuerzo de corte constante dentro
del elemento''. Esto se verifica si se cumplen las
siguientes relaciones cinematicas:

a 2 2.0
o 0@l gp 9V A0 . (30)
Oox dx dx dx

2 2.0 d@
%=0©d€;:0/\+dv: e (1)
ox dx dx dx

Luego, si el giro especifico de torsion varia dentro del
elemento, existiran derivadas no nulas de las distorsiones
angulares que se obtienen como la soluciéon de una

°La transformacién entre deformaciones ingenieriles y deformaciones
tensoriales de corte se puede implementar computacionalmente mediante
la transformacion de Reuter, habitualmente utilizada en la bibliografia
asociada a laminados compuestos.

1 Una verificacién practica de los signos correctos en las distorsiones, se
logra mediante las funciones de interpolacion. Si alguna distorsion tiene
el signo incorrecto, no se verificaria la condicion de convergencia de las
funciones de forma.

"' En un planteo C1 sin deformaciones por corte, la relacion de equilibrio
entre el momento y el corte establece que para una deformacion
transversal cubica, los momentos varian linealmente y el esfuerzo de
corte es constante.
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ecuacion diferencial. Por lo tanto, en una teoria
aproximada de vigas donde se asume una teoria de primer
orden para las deformaciones por corte, la derivada de los
giros de torsion y las deformaciones por corte deben ser
constantes dentro del elemento.

Finalmente, en un esquema de interpolaciébn que no
considera los efectos de la torsion, la deformacion
longitudinal se reduce a la obtenida mediante la teoria de
Euler-Bernoulli, independientemente de la consideracion
de las deformaciones por corte.

El tensor de deformaciones finitas.

Si en lugar de utilizar una teoria de pequefias
deformaciones, se asumieran deformaciones finitas, las
componentes del tensor de deformaciones pueden
obtenerse mediante el tensor de Green-lagrange, definido
sobre la configuracion de referencia:

5:%-(2+£+2-£) ......................................... (32)

Las componentes del tensor de deformaciones incluyen
ahora términos no-lineales, que deberan ser debidamente
linealizados para obtener las matrices de rigidez basados
en una formulacion débil del equilibrio. Desarrollando
estas expresiones y separando los términos lineales y no
lineales, se tiene en notacion tensorial:

1 (0u; ou,
E,=e;+1, 1, :—[—’—] ........................ (33)

Los términos lineales son los obtenidos segun el tensor de
pequenas deformaciones dado por las expresiones (24) a
(27). Los términos no-lineales quedan expresados luego
en coordenadas cartesianas segun:

_ %[(Z_ZJZ +(%T + [56_;”]2] ............................. (34)

o

1 (Ou Ou 0Ov ov ow ow
N, == — —+— —F—— | e (35)
Y2\ ox 0y oOx Oy ox Oy
nx,=l-[a—”~6—” @'@Jra_w_a_wj .......................... (36)
© 2\0x 0z Ox 0z Ox Oz
77‘,2:1- 6_u(3_u+@@+6_w8_w .......................... 37)
© 2\0y 0z Oy 0z Oy Oz

Reemplazando las expresiones del campo de
desplazamientos en (19) y (33), se obtienen las
expresiones de las componentes no-lineales del tensor de
deformaciones finitas, las cuales se detallan en la Fig.4.

Las hipétesis de Von Karman

Si se mantiene la hipotesis de deformaciones pequeias,
pero se admiten rotaciones moderadas, algunos productos
entre las componentes del gradiente de desplazamientos
seran infinitésimos de segundo orden y podran
despreciarse. Si ademas se consideran rotaciones
moderadas, otros productos entre derivadas seran
pequeilos pero ya no despreciables. Desarrollando los
términos del tensor de deformaciones finitas y eliminando
los términos considerados infinitesimales, se obtienen las
componentes no lineales de esta medida de deformacion
mixta, basada en la teoria de placas de Von Karman.

1 oY (owY
. NE[(EJ +(aj J .......................................... (38)

L L LT B, (39)

S 2 \0x Oy oOx Oy

xzzl.(@@ﬁ—w-a—w ........................................ (40)
2 \0x 0z Ox Oz

Reemplazando las  expresiones del campo de
desplazamientos propuesto para el elemento de viga, as
componentes no lineales del tensor de deformaciones
finitas quedan determinadas segun las expresiones

M =[n. 270 27y ] 1)
Mo %-[%—%- j +%.[d;0+‘f* jz .......... “2)
7, :% (d;f +% j O oo 43)
7. :%-[%-z—i};ﬂjﬂx ......................................... (44)

Para obtener las relaciones cinematicas entre giros,
desplazamientos y deformaciones por corte, se obtienen
las expresiones de las distorsiones angulares para el caso
del elemento de viga para pequeiias deformaciones y giros
moderados segun:

: dw’ _do %er —Qxﬂ-z—dL ..... 45)
Todx dx \ oz S dx dx
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Interpolacion del campo de deformaciones

En un esquema de elementos finitos, el campo de
deformaciones sera interpolado a partir de las variables
nodales independientes del elemento.

Si se admite una teoria lineal de deformaciones, las
componentes no nulas del tensor de deformaciones
infinitesimales ¢, para el elemento de viga quedan

interpoladas segun un conjunto de derivadas de las
funciones de interpolacion,

N ~

=

W+ ) U, (7212.3) e (47)

N |-

ei/ ~

Si se admite una medida de deformacion finita como el
tensor de Green-Lagrange, el tensor de deformaciones
podrd descomponerse en la suma de la parte lineal
obtenida en arriba y una parte no-lineal, 7,

M=
M=

U -(h‘ A SR S )U
m ni'" om,j n,i m,j n,i m,j n (48)

N | —

;=

m
(i,j = 1,2,3)

Al igual que las funciones de forma, las matrices
asociadas a los términos lineales (47) son arreglos de 1xN,
que pueden agruparse en una matriz de interpolacion de
3xN, donde N es el nimero de grados de libertad del
elemento de viga propuesto y se obtienen por la
derivacion de las funciones de forma.

n

(m SIN )= 1,2,3) .(49)

Las matrices asociadas a los términos no-lineales del
tensor de deformaciones son arreglos de NxN, que se
obtienen por el producto de las derivadas de las funciones
de forma.

i 1
(bNL )r]nn ~ E ! (hln,i ' hlm,j + hzn,i : hzm,j + h3n,i ! h3m,j) .... (50)

mn=1.N1ij=12,3

Si se adoptan las hipdtesis de deformaciones pequefias con
giros moderados, los productos de las derivadas del
desplazamiento longitudinal se consideran infinitesimales
y la matriz de interpolacion no-lineal se reduce a:

i 1
(b )y =5 (s W+ W ) (51

mn=1.Ni,j=1273

Luego, agrupando los términos en una tres vectores fila de
1xN y tres matrices de NxN, las componentes no nulas del
tensor de deformaciones finitas quedan interpoladas por
las expresiones matriciales:

(0] L% ]

() =1E, v~ [b2]|-{0}+[ O] -|[b2 ][ -{O} - (52)
Bl {or] [b% ]

Las componentes ingenieriles de deformaciones, se

relacionan con las componentes tensoriales segun:

gxx Exx exx nxx
{8} =17, [ =12-E, [=42-€, (41277 b corrrrrerren (53)
}/XZ 2 : EXZ 2 .eXZ 2 .77)[2

Luego, se tiene la expresion matricial del campo de
deformaciones interpolado para el elemento de viga.

e} =17, 1 ~[B,]-{0} J{ﬁ}f 190 [ o — (54)

Donde las matrices derivadas de las funciones de forma se
arreglan como:

[B.] =[] 2:[07] 2:[BP ] o (55)
LN [V R A 2 A | p— (56)

En las figuras siguientes, se muestran las componentes de
las matrices derivadas de interpolacion.

(8), (e), - (o),

[B.]=|(87), (o), (50 E— (57)
(b13 )1 (b13 )2 (b23 )N
(B), (B, ().,
(bifll )21 (b/i’lL )22 ( 11\’1L )2N
(b’l"lL )Nl (b‘l\’lL )NZ (b’l\’lL )NN
(B, - (B), (o), () | (58)

(54 )
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du’ do. do,
G = ty—-z

dx dx dx
elz—l. dv —Z~ﬂ+92(x)+ﬂ~%

2\ dx dx dx Oy

1 (dw’ dé de. oy

- . +yp.—>_0 4—x . Lx

“s 2 [ dx Y dx (%) dx 82}
e;=0

| (dw  do.  dO,Y 1 (av’ do,
== — . +— — .

2\ dx dx dx 2 \dx dx

° , 00

7712—1. du dHZ z- y . 92_1,_ y _

2\ dx dx dx oy

_l. du’ .dﬁz .d v g 4 _66’Z
s = 2 | dx dx dx y Y oz
Ny =0
Fig.4
Conclusiones.

El campo completo de desplazamientos para una viga de
eje recto seccion transversal constante y arbitraria fue
formulado para la viga tridimensional sometida a esfuerzo
normal, flexion, corte y torsion con alabeo.

A partir de una hipotesis de secciones planas, las
deformaciones por corte fueron consideradas mediante
una teoria de primer orden, admitiendo una teoria de
primer orden y una distorsion de corte constante en la
longitud del elemento, para cada plano de flexion
transversal, consistente con los esquemas de interpolacion
adoptados para la flexion y la torsion.

Las deformaciones debidas a la torsion, fueron
consideradas a partir de la solucion de la teoria de la
elasticidad para el tercer problema de Saint Venant. Una
expresion de la funcion de alabeo fue aproximada con
series simples para la seccion rectangular, admitiendo un
elemento de viga para el cual las secciones ya no son
planas luego de la deformacion.

El campo de desplazamientos formulado fue luego
interpolado mediante un esquema de alta precision con
continuidad clase C1, para el que se obtuvieron una serie
de funciones de forma. El conjunto de funciones de
interpolacion obtenido verifico las condiciones de
convergencia y consistencia. Para el problema del
elemento de viga 3-D fueron obtenidas finalmente las
matrices de interpolacion del campo de desplazamientos y
del campo de deformaciones, el cual permite, mediante

10

00,
_Z._y+ﬂ.%]+

1

—_— dwo
2\ dx

90 4, Ox.
oy dx Oy

a0,
dx

1

2

2
R yj
aw’ do.
_+_.
dx dx

(dex
S,
dx

0

x

)
Jo

v’
dx

L
2

dx Oz

oy

Componentes cartesianas del tensor de deformaciones de Green Lagrange.

una hipotesis del material, la formulaciéon de una matriz
tangente de rigidez del problema.

El campo de desplazamientos con continuidad C1 para el
elemento de viga, fue formulado de manera consistente.
Luego, en una formulacién débil del equilibrio, éste no
requerira de esquemas de integracion reducida de ningin
tipo, pudiendo adoptarse cualquier esquema de
cuadraturas abierto o cerrado.
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