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RESUMEN

La performance de los edificios de hormigén armado observada durante los ultimos sismos, ha sido
significativamente diferente del comportamiento esperado a partir del disefio sismo-resistente original.
La diferencia puede atribuirse principalmente a las dificultades en predecir la respuesta ciclica en el
régimen no-lineal de las estructuras de hormigon armado, debido a que este material estd compuesto
por dos materiales de comportamiento muy diferente: hormigon y acero. Esto sugiere que los modelos
tradicionales construidos a partir de relaciones momento-curvatura deben ser reemplazados por otros
que permitan introducir directamente el comportamiento no-lineal de las distintas fibras que
componen la seccion de cada elemento.

En el presente trabajo se desarrollo un modelo para el andlisis en régimen no-lineal de porticos planos
de hormigén armado, sometidas a grandes ciclos de carga. El modelo incluye la formulacién de un
elemento finito de viga-columna para grandes deformaciones, un modelo para el comportamiento
histerético de secciones de hormigén armado a partir de ecuaciones constitutivas independientes para
fibras de hormigon y acero, y una estrategia numeérica de control del tamario de paso para el problema
de no-linealidad material y geométrica combinadas.

El elemento propuesto se implemento sobre un programa que permitio modelar un problema de
resultados experimentales conocidos. Se obtuvo una buena concordancia entre la respuesta
experimental y las predicciones del modelo. El programa de elementos finitos desarrollado permite
analizar con razonable precision la respuesta en el régimen no-lineal de estructuras planas de
hormigén armado y acero a un costo computacional aceptable.
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NOTACION

Matrices y Vectores

a Vector de coeficientes de interpolacion de desplazamiento longitudinal.

A Sistema lineal de ecuaciones evaluado en las condiciones de borde longitudinales.
b Vector de coeficientes de interpolacion de desplazamiento transversal.

B Sistema lineal de ecuaciones evaluado en las condiciones de borde transversales.
'B Matriz derivada de las funciones de forma del elemento

tgt Parte lineal de matriz de las derivadas de funciones de forma

tght Parte no-lineal de matriz de las derivadas de funciones de forma

téL Matriz secante elastoplastica de una fibra i perteneciente a una seccion Xy
Dy Matriz derivada de las deformaciones de una seccion X, del elemento.

tel Vector de deformaciones de una seccion X, del elemento

'F Vector resultante de fuerzas internos del elemento.

h,, Funciones de interpolacion de desplazamientos transversales.

hy Funciones de interpolacion de giros.

h, Funciones de interpolacion de desplazamientos longitudinales.

H Matriz de funciones de forma del elemento.

'Ky Matriz tangente de rigidez del elemento

'Kt Matriz de rigidez lineal

'K Matriz de rigidez de tensiones iniciales

tK? Matriz de rigidez de deformaciones iniciales o matriz geométrica.

'Qy Vector resultante de esfuerzos internos de una seccion X, del elemento
'R, Vector de cargas nodales consistentes.

'R, Vector de cargas nodales exteriores.

sk Vector de estado de tensiones de una fibra i perteneciente a una seccion X
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Matriz secante elastoplastica de una seccion X, .
Vector de incdgnitas de interpolacion.

Vector de coordenadas nodales actualizado

Vector del campo de desplazamientos del elemento
Desplazamientos nodales del elemento.

Matriz de transformacion de coordenadas de la seccion

Vector de fuerzas deshalanceadas.

Deformacion plastica acumulada
Deformacion plastica acumulada correspondiente a la deformacion de fluencia

Factor de correccion de tensiones de corte de una seccién rectangular
Valor de la maxima deformacion plastica en descarga .

Valor de la deformacion plastica umbral a partir de la cual se considera el comienzo del dafio.
Deformacion plastica acumulada de apertura de fisura.

Curvatura respecto del eje de referencia de flexion

Corrector plastico de deformaciones.

Corrector plastico de tensiones.

Deformacion total de apertura de fisura.

Deformacion longitudinales total de una fibra

Deformacion longitudinal del eje de referencia de la seccion
Deformacion de “fluencia” en el hormigon no confinado y confinado
Deformacion plastica de la fibra

Deformacion elastica de la fibra

Deformacion total de la fibra
Diametro del estribo de confinamiento

Derivada del desplazamiento transversal de la seccion
Curvatura media de corte de la seccion

Signo de la tension relativa de referencia.

Factor de eventos minimo del paso

Factor de eventos de una fibra i perteneciente a una seccion Xy,

Parametro de convergencia del problema. Relacién entre los médulos secantes de un estado y el
anterior de la fibra

Coeficiente de Poisson de una fibra i perteneciente a una seccion x, para un material isotrépico.

Trabajo total de deformacion del elemento
Giro del eje de referencia de la seccion



Parametro de dafio del material. Relacién entre el maximo y el minimo modulo de descarga.

Parametro de densidad de estribos de una seccion de hormigon armado.
Tension de fluencia inicial en fibras de acero

Funciones de peso o coeficientes de cuadratura

Factor de dafio para hormigén confinado

Relacion entre el modulo tangente elastoplastico y el modulo elstico en acero
Perimetro del ntcleo de hormigon, medida hasta el borde exterior de los estribos

Tension de referencia.
Puntos de integracion o puntos de cuadratura
Coeficientes de interpolacion de los desplazamientos longitudinales u®(x)

Area de la seccion
Area del nicleo de hormigon, medida hasta el borde exterior de los estribos

Seccidn del estribo de confinamiento;

Altura de la seccion rectangular
Coeficientes de interpolacion de los desplazamientos transversales — w°(x)

Coeficiente de interpolacion de las deformaciones por corte v°(x)

Moadulo de elasticidad del acero
Médulo tangente elastoplastico del acero

Madulo tangente inicial del hormigon

Médulo secante de una fibra i perteneciente a una seccion X,

Valor minimo del médulo, medido en descarga para la maxima deformacion
Valor méximo del médulo de descarga para la deformacion umbral
Parametro de estado asociado al momento de 1° orden

Par&metro de estado asociado al momento de 2° orden

Parametro de estado asociado al &rea

Parametros de estado asociado al area de la seccion

Tension maxima de compresion en el hormigdn no confinado
Tension maxima de compresion en el hormigdn no confinado

Tension maxima de traccion en el hormigon
Funcion de fluencia del material.
Tension de fluencia del acero de los estribos

Criterio de fluencia

Criterio de fluencia de un estado auxiliar
Moadulo de deformacion transversal tangente inicial del hormigon.
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h Altura de la seccion rectangular

ha Funciones de interpolacion jerarquicas.

hy Ancho del nucleo de hormigdn medido hasta el borde exterior de los estribos
H Madulo de endurecimiento cinematico elasticidad del acero

J Momento de Inercia principal de la seccion

K Madulo de endurecimiento isotropico del acero

m,, Momentos distribuidos en la longitud del elemento.

M Momentos concentrados aplicados en los nodos del elemento.

™™, Momento flexor de la seccion.

Ny Esfuerzo normal de la seccion.

Py, P; Fuerzas distribuidas en la longitud del elemento

P! P) Fuerzas concentradas aplicadas en los nodos del elemento

' Parametro de endurecimiento cinematico (back stress) para acero
Qx Esfuerzo de corte de la seccion.

Sh Separacion entre estribos

u,v,w Campos de desplazamiento correspondientes a las coordenadas locales x,y,z
Vin Trabajo virtual interno de deformacion del elemento

Vex Trabajo virtual externo de deformacion del elemento

X,Y,Z Coordenadas cartesianas locales.

Zn Pendiente del tramo de ablandamiento del hormigdn confinado
Subindices.

*x , %7 Relativo a la direccion de las coordenadas locales X e y

kX7 Relativo al plano xy (giros y deformaciones angulares)

U, *w kg Funciones de forma y derivadas, que utilizan nodos externos

. A ¥y A Funciones de forma jerarquicas y sus derivadas.

e Relativo a la seccion de ordenada x, medida sobre el eje de referencia
%12 Relativo a los nodos externos del elemento

*3 Relativo al nodo interno central del elemento

(*) Relativo a las fibras de hormigén de la seccion

(*)s Relativo a las barras de acero de la seccion

Superindices a derecha

590 Relativo al eje de referencia del elemento.

) Relativo a las fibras de la seccion. Indices de sumatoria

[*]" Transpuesta de un vector 0 Una matriz



[*]- Relativo a la parte lineal de un vector 0 una matriz
[N Relativo a la parte no-lineal de un vector o una matriz.
@) Relativo a un estado auxiliar o iteracion de prueba, no convergido..

(*)(”) Relativo a una iteracion (n).

Superindices a izquierda

t(*) Estado del material actual. Configuracién geométrica inicial.

t+ At (*) Estado del material luego al incremento. Configuracion geométrica final.

Simbolos especiales.

0 Incremento infinitésimo. Derivada de una variable de estado

A Incremento finito arbitrario de una variable de estado

o Incremento finito pequefio de una variable de estado. Variacional de un vector 0 matriz.
(/*\) Relativo a un paso secante entre dos estados conocidos

*) Relativo a los parmetros del hormigdn corregidos por confinamiento

XiX






I. INTRODUCCION

I.1. MOTIVACION

Debido a consideraciones econdmicas los edificios y otras construcciones de Ingenieria Civil
deben ser disefiados para resistir movimientos sismicos de gran intensidad utilizando la
capacidad de disipar energia por deformacioén plastica de los materiales y por lo tanto
admitiendo cierto nivel de dafio en las estructuras.

Sin embargo, durante los sismos ocurridos en los ultimos afios, la performance de los edificios
de hormigén armado ha sido significativamente diferente respecto del comportamiento
esperado a partir del disefio sismo-resistente original. Esta diferencia puede atribuirse a
muchos factores, pero principalmente se deben a la combinacién entre la incertidumbre en la
naturaleza de la excitacion sismica, la complejidad de la respuesta dindmica y las dificultades
en predecir la respuesta ciclica inelastica de las estructuras de hormigén armado.

El disefio sismorresistente de las estructuras es, por lo tanto, una de las disciplinas donde
resulta fundamental predecir adecuadamente el comportamiento real en el rango no lineal.
Este comportamiento resulta particularmente dificil de predecir en el caso de las estructuras
de hormigén armado, especialmente en los elementos estructurales sometidos a flexion
compuesta, debido a que el hormigén armado es basicamente un material compuesto por
fibras de materiales de comportamiento muy distinto: hormigoén y acero.

Debido a esta circunstancia, los intentos de conseguir una adecuada modelacion del
comportamiento del hormigén armado utilizando elementos finitos basados en el
comportamiento de la seccion sin considerar el comportamiento individual del hormigén y
el acero (a partir de relaciones momento-curvatura), han fracasado en forma sistematica,
especialmente en el caso de acciones ciclicas como es el caso de la solicitacion sismica.

Cuando se modela el comportamiento no lineal de estructuras de hormigén armado
sometidas a acciones sismicas con elementos de viga-columna estdndares (elementos con
articulaciones pldsticas en sus extremos), implicitamente se asume que los elementos tienen
un comportamiento eldstico ante solicitaciones axiales, y que no hay elongaciones o
acortamientos axiales asociados con la fluencia en las articulaciones plasticas.
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Claramente esta hipotesis no es correcta y, en el caso del analisis de la respuesta no lineal a la
accion sismica de edificios altos, se obtiene una respuesta tedrica que puede estar muy
alejada de la realidad. Por lo tanto, los modelos tradicionales construidos a partir de la
relaciéon momento-curvatura deben ser reemplazados por otros que permitan introducir
directamente en la modelacion por elementos finitos el comportamiento no lineal de las
distintas fibras que componen la seccion. Dicha familia de elementos se conoce como
“elementos finitos de fibra”.
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I.2. ANTECEDENTES

La cobertura de la literatura en modelacion no-lineal de hormigén armado es vasta. La
discusion estd mayormente referida a elementos de viga-columna en lugar de elementos de
viga, debido a que originalmente no se contaba con modelos satisfactorios para miembros de
hormigdén armado cargados axialmente.

Por conveniencia, los métodos usados para evaluar la respuesta dindmica no-lineal de
estructuras de hormigdn armado pueden ser agrupadas en tres categorias, correspondientes
al grado de refinamiento del modelo:

Modelos globales (macro)

La estructura completa de hormigén armado es modelada a partir de unos pocos grados de
libertad. En muchos casos la estructura entera es representada por un solo grado de libertad
lateral, con caracteristicas histeréticas representativas de la respuesta ciclica no-lineal de
estructuras de hormigén armado. Tales modelos son particularmente tutiles en el disefio
preliminar para correlacionar variables de disefio con indices de respuesta global tales como
la maxima demanda de ductilidad [34], [05]

Modelos de elementos finitos microscopicos (micro)

En este planteo, miembros estructurales o nudos son discretizados en un namero de
elementos finitos bidimensionales o tridimensionales. Las soluciones han sido obtenidas para
una variedad de miembros especificos, subensamblajes y estructuras. La no-linealidad
constitutiva y geométrica es modelada al nivel de tensiones y deformaciones o distribuida
sobre una region de elementos finitos. Tales modelos pueden proveer informacion util
concerniente al andlisis por estado limite bajo excitaciones proporcionales y
monoténicamente crecientes (push over analysis). Este planteo sin embargo, es aun
prohibitivo respecto al costo computacional para modelar la respuesta ciclica o dindmica no-
lineal de estructuras enteras.

Modelos de elementos discretos

En este planteo la estructura entera es modelada como un ensamblaje de elementos finitos
interconectados con capacidad de detectar ciertas caracteristicas del comportamiento de
miembros de hormigén armado. Dependiendo de la formulaciéon, la no-linealidad
constitutiva puede ser considerada al nivel global (“condensada” en el elemento
estructural), o bien idealizada al nivel de secciones e interpolada al resto del elemento. Las
formulaciones podrén ser clasificadas como fisicas o bien fenomenologicas, dependiendo del
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grado de idealizacion introducida en el modelo para representar el comportamiento. Los
elementos formulados también ser clasificados como de Elementos no-linealidad condensada
o bien como “Elementos De No-Linealidad Distribuida” dependiendo ahora del tipo de
aproximaciones matematicas que utilicen.

Muchos esfuerzos han sido invertidos en los tltimos 30 afios para el desarrollo de modelos
de respuesta ineldstica de elementos de hormigén armado sujetos a grandes deformaciones
durante inversiones de carga ciclicas. Numerosos modelos han sido propuestos
incorporando informacion a partir de investigaciones experimentales y observaciones in-situ
del comportamiento histerético de elementos de hormigén armado. Un breve resumen de las
técnicas comunes utilizadas para modelar miembros estructurales de hormigén armado
pertenecientes a la tiltima categoria (c) se presenta a continuacion.

1.2.1. Modelos discretos de no-linealidad condensada

Bajo excitaciones sismicas, el comportamiento ineldstico se concentra en los extremos de los
miembros estructurales. Debido a esto, los primeros intentos de modelar el comportamiento
fueron pensados como elementos de rotula plastica de longitud nula (plastic hinges) ubicados
en los extremos del elemento. Dependiendo de la implementacidén, estos modelos se
formulaban como un conjunto de resortes en serie o paralelo.

Los primeros trabajos al respecto se basaban en un sencillo modelo paralelo, formulado
originalmente para problemas bilineales. El primer modelo de este tipo fue propuesto por
Clough et al [07] en 1965. En este modelo (conocido como el “modelo de dos componentes”)
se asumia a lo largo de elemento una relaciéon bilineal de momento curvatura con
endurecimiento por deformaciones. El modelo de viga era un modelo de dos componentes
actuando en paralelo, en el cual uno de sus componentes tenia un comportamiento elastico-
lineal y el otro una respuesta elasto-plastico ideal, con las deformaciones plasticas
concentradas en las rotulas plasticas dispuestas en los extremos del elemento. Una de las
desventajas de este modelo era la imposibilidad de tener en cuenta el deterioro de rigidez de
los miembros de hormigon armado debido a las inversiones ciclicas de carga.

Para considerar el problema del deterioro de rigidez, Giberson [13] propuso otro modelo,
llamado “modelo de un componente”, que consistia en dos resortes rotacionales
ensamblados a los nodos extremos de un elemento perfectamente plastico, representando al
elemento. Todas las deformaciones no-lineales del miembro estructural estaban concentradas
(Iumped) en los dos resortes rotacionales extremos. Esta era una simplificacion hecha a partir
de evidencia experimental la cual mostraba que las deformaciones inelasticas distribuidas
sobre una region de longitud finita en los extremos del miembro estructural.

El modelo serie era mds versatil respecto a la implementacion de caracteristicas mecanicas
mas complejas, las cuales podian ser especificadas por la adiciéon de resortes adecuados,
siendo este modelo mas adecuado para las formulaciones fenomenoldgicas. En particular, el
modelo de un componente poseia la ventaja de poder asignar a los resortes no-lineales
cualquier tipo de ley que representara el comportamiento histerético. Este hecho, ademas de
la simplicidad del modelo, hizo que fuera muy utilizado en modelos analiticos hasta finales
de los anos 90 [34][12].
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Para describir el comportamiento histerético de los resortes no-lineales extremos del modelo
de un componente, fueron desarrolladas diferentes leyes histeréticas. La primer ley de ese
tipo fue propuesta por Clough [07]. La degradacion de la rigidez del elemento en flexion y
corte fue considerada por primera vez en un modelo mas refinado de histéresis propuesto
por Takeda et al [32]. En este modelo, el comportamiento monoténico se describia mediante
una curva trilineal para el comportamiento virgen (skeleton curve), la cual tenia en cuenta la
fisuracion del hormigén y la fluencia del acero de las armaduras. El comportamiento
histerético se describia a través de una serie de reglas para la descarga y la recarga, basadas
en datos obtenidos de especimenes ensayados en un simulador de sismos.

Anderson et al [02] investigaron el efecto de diferentes modelos de histéresis en la respuesta
dindmica de podrticos de hormigén armado, utilizando cuatro diferentes modelos para
describir el comportamiento histerético de regiones criticas. El estudio mostr6 que la
reduccion en la rigidez de los miembros de hormigén armado debido a las deformaciones
inelasticas, resultaba en un incremento de los desplazamientos relativos entre los diferentes
pisos de la estructura, y por consiguiente, el efecto significante de este incremento sobre la
capacidad de carga de la estructura originado por las elevadas fuerzas axiales

Uno de los primeros modelos en considerar el fendmeno de deslizamiento de la armadura
por falla en la adherencia sobre los nudos de porticos (bond slip) puede verse en los trabajos
de Otani [24]. En este modelo, cada viga o columna era dividida en dos elementos lineales,
uno linealmente elastico y el otro ineldstico, los cuales actuaban en paralelo. Un resorte
ineldstico rotacional se adjuntaba a los extremos de cada miembro y representaban las
rotaciones fijas de la interfase entre la viga y la columna, debido al deslizamiento de las

armaduras en los nudos de la estructura. El estudio de Otani reconocié por primera vez la
importancia de las rotaciones fijas de los nudos (fixed-end rotations) en la prediccion de la
respuesta sismica de los pdrticos de hormigéon armado [12].

En el contexto del disefio sismico por resistencia, una de las cuestiones mas importantes era
la precisa determinaciéon de la demanda de ductilidad rotacional en los elementos
estructurales. En 1976, Bertero et al [04] revisaron las multiples definiciones de los factores de
ductilidad en el disefio sismico por resistencia. El estudio apuntaba a determinar cuantos
factores de ductilidad representados por un modelo de dos componentes debian ser
modificados para coincidir con aquellos para una viga en la cual las deformaciones plasticas
eran distribuidas a lo largo del miembro. Ya que el modelo de dos componentes subestimaba
significativamente el comportamiento post-fluencia de un miembro, la predicciéon de la
respuesta sismica de la estructura no podria obtenerse correctamente [34].

La dependencia de la resistencia a flexion y la carga axial en flexion uniaxial o biaxial, ha
sido explicitamente incluida en la modelacién de vigas-columna y tabiques a partir de los
trabajos de Powell et al [27]. En la mayoria de los casos la interacciéon M-N era modelada por
la via de una superficie de fluencia caracterizada por una regla de flujo, de acuerdo con la
teoria clasica de la plasticidad. Tipicamente, el comportamiento se asumia lineal dentro de la
superficie de fluencia. Dentro de esta superficie, la rigidez axial y flexional se suponian
independientes de las cargas en los extremos.
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1.2.2. Ventajas y desventajas de las formulaciones condensadas

El uso de una formulaciones discretas condensadas es esencialmente una simplificacion en la
idea de localizar el fenomeno global de no-linealidad, el cual se encuentra concentrado
alrededor de las regiones cercanas a los nudos. El defecto de esta modelacion ha sido
reconocido en estudios de correlacion en particular en modelos de muchos elementos en
estructuras de porticos-tabiques, la ventaja basica de las formulaciones condensadas radica
en un modelo matematico compacto el cual reduce el costo computacional y mejora la
estabilidad numérica. Sin embargo, la mayoria de los modelos condensados sobreestiman o
simplifican ciertos aspectos del comportamiento histerético y por ello su aplicabilidad es
limitada.

Debido a la falta de una representacion mas refinada son necesarias a priori hipdtesis
restrictivas para definir las caracteristicas del resorte. Estudios tedricos y paramétricos en
vigas bajo cargas monotonicas han demostrado que hay una fuerte dependencia entre las
caracteristicas globales del modelo y la el patrén de carga y ductilidades impuestas. Ninguno
de estos dos factores se espera que permanezcan constantes durante la historia de cargas y,
para columnas, la fluctuacion de carga axil acentila este problema. A causa de esta
dependencia, los dafios previstos a nivel global, tanto como generalizaciones para los
comportamientos locales pueden ser poco precisos, tal informacion sélo puede ser
cuantificada a través de formulaciones refinadas.

Los modelos de plasticidad condensada fallan en representar el comportamiento de
ablandamiento por deformaciones de elementos de hormigén armado. El ablandamiento por
deformaciones es considerado de una manera simplificada como una reduccion de la
resistencia lateral global de una columna cargada axialmente, bajo un incremento
monotonico en el desplazamiento lateral [34].

1.2.3. Modelos discretos de no-linealidad distribuida

Algunas limitaciones de los modelos discretos de resortes extremos solo pueden ser tenidas
en cuenta a través del uso de modelos de no-linealidad distribuida (distributed nonlinearity
model)

Los primeros modelos de plasticidad distribuida apuntaban a modelar el comportamiento no
lineal de vigas a partir de rétulas plasticas de longitud fija en los extremos del miembro
estructural, y casi siempre con regiones de transicion hacia la zona eldstica no fisurada del
elemento, o bien interpolaciones polindmicas a través de los valores de cada seccién y en el
punto de inflexion.

El primer modelo que tuvo en cuenta la distribucion de las deformaciones plasticas dentro
del miembro estructural, fue introducido por Soleimani [30]. En este modelo se definia una
zona de deformaciones ineldsticas que crecia gradualmente desde la interfase viga-columna
hacia el elemento estructural, como una funcién de la historia de cargas, mientras el resto de
la viga permanecia elastica. En el modelo de Soleimani, las rotaciones fijas del nudo viga-
columna eran modeladas a través de resortes rotacionales extremos, que dependian de la
curvatura en el extremo de la seccion correspondiente, a través de un factor de “longitud
efectiva”, el cual permanecia constante durante toda la historia de cargas.
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En los modelos de no-linealidad distribuida el comportamiento histerético es monitoreado
sobre puntos previamente determinados a lo largo del elemento estructural, referidos en este
contexto como secciones de control, y siendo equivalentes a los puntos de Gauss en un
contexto de elementos finitos clasico.

Para vigas-columna con carga axial variable, donde la ubicacion de los puntos de inflexién y
de las rétulas plasticas variaba segtin la historia de cargas, este planteo ha sido generalizado
a interpolaciones sobre todas las secciones de control. En su estudio sobre la respuesta no-
lineal de porticos rectangulares planos y tabiques acoplados, Keshavarian et al [16]
extendieron el modelo de plasticidad distribuida propuesto por Soleimani a elementos de
columna. La rigidez del elemento era linearizada al comienzo de cada paso de carga.
Cualquier no-linealidad que ocurriera durante el incremento de carga no era tomada en
cuenta y las resultantes fuerzas desbalanceadas eran despreciadas

En contraste con los modelos condensados, la no-linealidad constitutiva es modelada al nivel
de secciones, generalmente a partir de relaciones entre momento-curvatura. Las
deformaciones internas y las tensiones son las incdgnitas principales del modelo, obtenidas
por adecuadas interpolaciones matematicas a partir de las deformaciones (desplazamientos)
globales del miembro estructural. La fisuracion es considerada como sobre una determinada
region, en lugar de ser tratada explicitamente.

Las ecuaciones constitutivas de las secciones se pueden formular a partir de los lineamientos
de la plasticidad clasica, o bien definir explicitamente partir de la discretizacion de la seccion
en fibras (spread non linearity fiber models) Para esta tltima formulacion es habitual considerar
la hipodtesis de las secciones planas y de este modo, las deformaciones entre secciones
resultan lineales, sin considerar la no-linealidad geométrica.

Formulaciones mas recientes proponen modelos en los cuales se subdivide al elemento de
viga-columna en un namero de elementos de longitud finita, logrando de este modo una
interpolacion de orden superior para deformaciones internas y flexibilidades. A partir del
uso de técnicas de condensacidon estatica, estos modelos de flexibilidad distribuida,
equivalentes a modelos de multiples resortes localizados en cada seccidn, se reducen a un
elemento de viga-columna simple.

Matematicamente, tales formulaciones suponen a los desplazamientos de los resortes
(deformacion y curvatura), como las variables principales y asumen propiedades uniformes
entre secciones. En estos modelos, secciones y resortes tiene representacion equivalente, de
este modo un alto grado de refinamiento es necesario para aproximar la plastificacion en las
regiones criticas haciendo de tales modelos computacionalmente ineficientes. Las
formulaciones tradicionales basadas en rigideces, en lugar de flexibilidades, han sido
incapaces de seguir el comportamiento del elemento cerca de la falla ya sea al nivel de
discretizacion de secciones o bien del elemento.

Una representacion mejorada de las deformaciones internas (comparada con los modelos
multi-resorte anteriores) se obtuvo en [21] a partir de la aproximacién numérica combinada
de deformaciones de la seccion (las incdgnitas del problema), juntamente con las
flexibilidades de cada seccidn, interpoladas sobre algunas secciones previamente elegidas
como secciones de control. La variacion de flexibilidad a lo largo del elemento, generalmente
se asume como lineal a trazos siendo esta interpolaciéon matematicamente equivalente a
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considerar una variacion hiperbdlica de la rigidez. Esta mejora en precision, comparada con
el modelo de multiples resortes mencionado, hizo de este planteo computacionalmente
atractivo. Unas pocas secciones necesitan ser definidas, de este modo el niimero de estados
incégnita de cada fibra para controlar y almacenar es menor que en los modelos de fibras con
interpolaciéon de rigideces. La precision de los esquemas de flexibilidad variable depende
mayormente de las funciones de forma que definen las deformaciones incdgnita de las
secciones, como una funcion de los desplazamientos extremos y rotaciones de la columna.
Como se mencion¢ arriba, polinomios ctbicos tradicionales de viga han sido utilizados en la
mayoria de las formulaciones.

Una mejora desde el punto de vista numérico fue introducida en [19] por la adopciéon de
funciones de forma variable, las cuales eran continuamente actualizadas consistentemente
con la distribucion de la fluencia interna en cualquier instante. La formulacion original fue
pensada para modelar elementos de acero en lugar de columnas de hormigén armado, para
los cuales la no-linealidad geométrica gobernaba el problema.

1.2.4. Ventajas y desventajas de las formulaciones basadas en flexibilidades

La principal dificultad con los modelos basados en flexibilidades es su implementacion sobre
un programa de elementos finitos. Los programas existentes estan basados en el método de
los desplazamientos del analisis estructural, también llamado método de las rigideces. Las
subrutinas asociadas a los elementos reciben como datos de entrada desplazamientos
nodales y devuelven como dato de salida fuerzas elementales. El control de la convergencia
en estos programas se efectia en general, a partir del control de fuerzas. Los métodos de
control de fuerzas, como se vera luego, fallan en obtener la respuesta global mas alld de los
puntos criticos cuando el problema no-lineal tiene un comportamiento en ablandamiento.

En este contexto, la ventaja principal de los modelos basados en flexibilidades radica en que
son esencialmente métodos de control de desplazamientos y permiten obtener directamente
la respuesta global “mas alla” de los puntos criticos. Los modelos basados en flexibilidades
no tienen un procedimiento claro y confiable para ser implementado en un programa de
elementos finitos de propdsitos generales (ANSYS, DIANA, COSMOS/M, NONSAP).
Algunas de las formulaciones existentes derivan en violaciones de las hipotesis de equilibrio
iniciales, las cuales necesitan correcciones ad hoc que no necesariamente implican problemas
numeéricos serios [31].
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I.3. OBJETIVOS

El objetivo general del presente trabajo consiste en formular un modelo analitico y numérico
que permita predecir razonablemente la respuesta en el régimen no-lineal de estructuras de
porticos planos de hormigén armado o acero, sometidos a grandes ciclos de carga y
descarga. Para cumplir con estos requerimientos, se plantean cuatro etapas basicas.

e Formular un nuevo elemento finito de viga-columna disefiado especificamente
para el andlisis no-lineal de estructuras de pdrticos planos sometidas a grandes
inversiones de cargas, y basado en la interpolacion de desplazamientos (rigideces),
para poder ser implementado sobre cualquier plataforma o programa comercial de
elementos finitos.

e Formular un modelo analitico para el comportamiento histerético de secciones de
hormigén armado a partir de las ecuaciones constitutivas y los algoritmos de
retorno de las fibras de hormigén y las fibras correspondientes a las barras de
acero. La discretizacion en fibras de hormigén y acero de los puntos de Gauss
(secciones de control en los antiguos modelos) define a esta formulacién segin un
tipo particular de elementos finitos llamados elementos finitos de fibra.

¢ Implementar una estrategia de soluciéon numérica basada en el control de
deformaciones a nivel de fibras para la no-linealidad del material, y en el control
de fuerzas a nivel elemental para la no-linealidad geométrica.

e Implementar el elemento de viga no-lineal, los algoritmos de retorno del hormigén
armado y las estrategias de evento-a-evento sobre un programa de elementos
finitos especificamente disefiado para el andlisis no-lineal de estructuras de
porticos hormigén armado y acero. Luego, obtener resultados numéricos para un
problema modelo y comparar estos resultados con aquellos obtenidos en ensayos
fisicos y numéricos de la bibliografia.
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I.4. ORGANIZACION

El estudio estd organizado en un capitulo introductorio, cuatro capitulos de formulaciones
y un ultimo capitulo de aplicaciones, conclusiones y recomendaciones. El trabajo esta
documentado con 1122 férmulas y 63 figuras.

Capitulo I - Introduccion

Este capitulo trata principalmente sobre los modelos numeéricos discretos para el analisis no-
lineal de estructuras de hormigén armado en el régimen no-lineal. Se revisan algunas
caracteristicas de las diferentes formulaciones y se plantea finalmente, los objetivos y el
alcance del presente estudio, juntamente con la notacion empleada y la organizacién del
trabajo aqui expuesta.

Capitulo II: Cinemdtica. Formulacién de un elemento de Viga-Columna no-lineal

Este capitulo tiene como objetivo desarrollar la formulacién analitica de la cinematica de un
elemento finito de viga-columna y la formulacion numeérica de las funciones de interpolacion
del campo de desplazamientos.

En primer lugar y con el fin de ilustrar la mayoria de los conceptos que se utilizaran en el
presente trabajo, se formula un problema elemental de un grado de libertad
geométricamente no-lineal. A partir de una solucién lineal en desplazamientos del problema
basad a en la teoria lineal de las estructuras, se generalizan las hipdtesis hacia la
consideracion de los grandes desplazamientos y grandes deformaciones. Luego, se
desarrollan los conceptos necesarios para obtener la solucién numeérica del problema no-
lineal. Se formulan las dos estrategias fundamentales de solucidon: el control de
desplazamientos y el control de fuerzas. Partiendo de la ecuacion del equilibrio, se plantea el
concepto de fuerza desbalanceada y a partir de una aproximacion de Taylor se exponen los
dos esquemas basicos de soluciéon de una ecuaciéon no-lineal: una solucién incremental
(método de Euler) y una solucidn iterativa (método de Newton-Raphson).

Se revisa la hipotesis de linealidad de pequefias deformaciones y pequefios desplazamientos
utilizando el teorema de Taylor. Luego se extienden estas hipotesis para la obtencidon de una
medida de deformacion finita. Por dltimo, se revisan los conceptos de equilibrio en la
posicién deformada y la linearizaciéon del equilibrio a partir de la matriz tangente del
problema.

En la segunda parte se plantea la teoria clasica de flexion de vigas esbeltas para luego
extenderla a vigas a flexion compuesta. Se extiende la formulacion a los elementos en los
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cuales el esfuerzo de corte tiene efectos significativos en las deformaciones y se postulan las
hipétesis de la teoria de vigas de Timoshenko.

Se introducen funciones de interpolacion hermiticas con continuidad de clase C1 para los
desplazamientos transversales y sus derivadas en elementos de dos nodos. Luego se
presenta una formulacion jerdrquica de las funciones de forma en la interpolacion de los
desplazamientos longitudinales.

El problema de la interpolacion de las deformaciones por corte obliga a una formulacion de
funciones de forma basadas en el equilibrio consistentes con la formulacién con continuidad
de clase C1 de los desplazamientos transversales. Este planteo difiere de la formulacion
clasica de Timoshenko, basada en una interpolacion de las deformaciones por corte
independiente de los desplazamientos transversales (a través de funciones de forma con
continuidad de clase C0) y de los procedimientos de integracion reducida, de modo tal de
evitar el problema de bloqueo por corte que producen este tipo de formulaciones.

En la formulacion de corte propuesta produce un acoplamiento entre la interpolacion de los
esfuerzos transversales y longitudinales. Este hecho obliga a reformular las funciones de
forma del planteo hermitico obteniéndose un conjunto de funciones de forma denominadas
funciones de forma ampliadas.

Finalmente, se plantea la aproximacion numérica del campo de desplazamientos y de
deformaciones del elemento de viga-columna, a partir de las matrices derivadas de las
funciones de forma.

Capitulo 1II: Comportamiento de los materiales. Modelacion numérica del hormigon armado

En el capitulo se formulan las ecuaciones constitutivas de una seccion de hormigén armado
confinada por estribos, sometida a incrementos finitos de carga y descarga.

En la primera parte se postulan las hipdtesis basicas para la formulaciéon de las ecuaciones
constitutivas de una seccion de hormigén armado. Se considera que las secciones de
hormigén armado se pueden discretizar mediante un namero finito de fibras con
caracteristicas geométricas y mecanicas equivalentes al material de la seccién diferencial
analizada. Las ecuaciones constitutivas del hormigén confinado y las barras de acero se
desarrollan para fibras sometidas exclusivamente a estados uniaxiales de traccion y
compresion.

En la segunda parte del capitulo se formulan las relaciones constitutivas de las fibras de
hormigdén confinado y de las barras de acero. En primer lugar, se establecen las relaciones
entre tensiones y deformaciones totales como caso particular de fibras sometidas a
programas de carga monotonicos. Para el hormigén confinado se utiliza el modelo
fenomenologico de Scott et al [28] y para las barras de acero se emplea un modelo bilineal
convencional.

Luego, se formulan algunos conceptos de la teoria de la plasticidad unidimensional, como
las reglas de flujo, los criterios de fluencia, la deformacion plastica y el endurecimiento por
deformaciones. Se plantea el concepto de endurecimiento por deformacién isotrdpico para el
acero, para luego extenderlo al fendémeno del efecto Bauschinger y un modelo constitutivo
sencillo de endurecimiento cinematico.
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Las ecuaciones constitutivas del hormigén confinado y las barras de acero se desarrollan
para fibras sometidas exclusivamente a estados uniaxiales de tension. El efecto triaxial del
confinamiento en las secciones de hormigén armado armadas con estribos se considera
Unicamente a partir de un sencillo modelo fenomenolodgico. El fendmeno del dafio del
hormigén sometido a ciclos de carga y descarga también se considera de manera indirecta a
partir de un modelo fenomenoldgico.

La tercera y ultima parte del capitulo es la formulacion numérica de los modelos
constitutivos del acero y hormigoén. En esta seccion se definen las ecuaciones incrementales
de los algoritmos de retorno para ambos materiales.

El modelo numérico para las secciones de hormigén armado propuesto, considera
adherencia perfecta entre las fibras. No se consideran los fendmenos de deslizamiento
(sliding) entre fibras o arrancamiento de barras (pullout) Tampoco se considera la falla por
inestabilidad al equilibrio (pandeo) local de las mismas.

La implementacion y validacién numérica de dichos algoritmos se verifica en el capitulo VI.1

Capitulo IV: Formulacion del equilibrio

En est capitulo se trata sobre la formulacion del equilibrio del problema generalizado de
elementos de barra. Se plantea una formulacion débil del equilibrio a partir de una
aproximacion del campo de desplazamientos del elemento. Este capitulo generaliza los
conceptos vistos en la primera parte para el problema elemental a un sistema de n-grados de
libertad.

En la primera parte se plantean los conceptos de esfuerzos internos y se obtiene una matriz
secante elastoplastica de la seccion, formulada a partir de los parametros de estado, que
resultan de integrar la no-linealidad del material en una tnica variable de estado asociada a
la seccion o punto de Gauss.

La segunda parte del capitulo plantea el principio de los trabajos virtuales. A partir de éste se
plantean las expresiones del trabajo interno de deformacién y el trabajo externo de
deformacién. De la misma manera, las ecuaciones del trabajo externo de deformacion
derivan en la interpolacion de la resultante de cargas nodales consistentes. Finalmente, y a
partir de las resultantes de fuerzas internas y externas, se plantea una formulacion débil del
equilibrio partiendo de la nulidad del trabajo total de deformacion.

En la tercer parte del capitulo se aplican los procedimientos de linealizaciéon de la ecuacion
de equilibrio, a partir de los procedimientos desarrollados en el capitulo II.2 para el
problema elemental. Planteando la nulidad de la fuerza desbalanceada a partir de una
configuracion inicial conocida se formula la expresion de la matriz tangente del problema del
mismo modo que en le problema elemental del capitulo I: como la derivada de las fuerzas
internas respecto de los desplazamientos.

Capitulo V: Actualizacion de Estado. Implementacion numérica

El capitulo V plantea una serie de conceptos y procedimientos numéricos para la
implementacion del elemento de viga propuesto.
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En primer lugar se repasan los conceptos de integracion numérica a partir de formulas de
cuadratura para esquemas cerrados y abiertos. Se estudian las féormulas de cuadratura de
Newton-Cotes, Gauss y Gauss-Lobatto. Luego se integran numéricamente las variables de
estado del elemento como la resultante de esfuerzos internos, la resultante de fuerzas
internas y externas, la matriz secante elastopldstica y finalmente, la matriz tangente del
problema, a partir de féormulas de cuadratura generales. Se establece un particular interés en
el esquema de Gauss-Lobatto por incluir éste los valores en los extremos del intervalo y una
precision similar a la formula de Gauss.

En la segunda parte del capitulo se formulan los procedimientos iterativos necesarios para la
resolucion del problema geométricamente no-lineal de multiples grados de libertad. La
solucion de la ecuacion de equilibrio no-lineal se obtiene a partir de linealizar la ecuacion de
equilibrio a partir de una iteracion anterior, lo que equivale esencialmente a un proceso
iterativo a carga exterior constante.

En la tercera parte del capitulo se establece una estrategia de solucion para los problemas de
no-linealidad del material, a partir del control del tamano del paso denominada evento-a-
evento (event-to-event strategy). El1 método consiste en determinar mediante una serie de
algoritmos los méaximos incrementos de deformaciones de cada fibra de manera tal de
mantener una actualizacion secante del estado de tensiones mediante las matrices definidas
para tal efecto. Si bien la estrategia evento-a-evento es un método de control de
deformaciones (desplazamientos) a nivel de fibra, se extiende su formulacion como una
estrategia de control de fuerzas a partir de la matriz secante elastoplastica de la seccién.

Finalmente, se establece el algoritmo principal del programa de elementos finitos que
permite determinar completamente la trayectoria de carga-desplazamiento del problema
generalizado a partir de las estrategias incrementales e iterativas planteadas anteriormente.

Con este punto se considera cumplido el objetivo principal del presente modelo: obtener la
respuesta numérica de una estructura de hormigén armado sometida a ciclos de
desplazamientos finitos de carga y descarga.

Capitulo VI: Validacion numeérica

En éste capitulo se presentan algunos ejemplos del uso del modelo propuesto en la
simulacion del comportamiento histerético de elementos estructurales. Para la determinacion
de resultados, el elemento fue implementado en un programa de elementos finitos
desarrollado especificamente para problemas no-lineales de estructuras de barras planas de
hormigén armado, denominado FEARCS—-1D. La descripcion de los diferentes modulos y
subrutinas del programa, como asi también la estructura de entrada y salida de datos se
pueden ver en la referencia [33]. Finalmente, son presentadas las conclusiones sobre los
resultados obtenidos.






II. CINEMATICA. FORMULACION
DE UN ELEMENTO DE VIGA-
COLUMNA NO-LINEAL






I1.1. INTRODUCCION A LA NO-LINEALIDAD GEOMETRICA

II.1.1. La formulacion lineal del problema

Para ilustrar la mayoria de los conceptos que se utilizardn en el presente trabajo, se formula
analiticamente un problema elemental de un grado de libertad.

Sea una barra de seccion transversal °A, de longitud inicial °l en su posicién sin deformar y
dispuesta de manera que indica la figura con un &ngulo °f respecto de la posicion
horizontal. El extremo inferior de la barra tiene restringido los desplazamientos en el plano y
el extremo superior inicamente admite desplazamientos en direccion vertical.

La pieza tiene aplicada en su apoyo superior una fuerza vertical de mdédulo R constante
durante la aplicacién. Luego de aplicada la carga, su punto de aplicacion se desplaza a una
distancia I' y la barra se acorta hasta alcanzar una nueva longitud deformada 'l .

L

Fig.1. Datos del problema elemental de un grado de libertad. Configuracion inicial deformada de la
barra. La fuerza exterior esta aplicada sobre la configuracion inicial sin deformar.

La solucion lineal del problema se obtiene planteando las hipotesis conocidas de la teoria
lineal de elasticidad. En primer lugar, se establece el equilibrio entre las fuerzas externas e
internas en la posicion inicial de la barra (no deformada); en este caso se asume a la fuerza
exterior actuando sobre el punto de aplicacién de coordenada °z (ver Fig.1)
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'R ~ °N -sin(°0) + kg - 'r (11.1)

El superindice t establece un instante de referencia en el “tiempo” de la historia de cargas
para el cual se analizan el estado de tensiones y deformaciones.

Para determinar el esfuerzo normal de la barra es necesario conocer las tensiones que actian
sobre su seccion. En la consideracion de pequefios desplazamientos (ver Fig.4) el
alargamiento de la barra se puede obtener aproximadamente a partir de la proyeccion de la
barra deformada sobre su direcciéon en la posicién inicial, obteniéndose la siguiente
expresion lineal:

Al ~ tr. 2 (11.2)

La deformacién de la barra en equilibrio, puede determinarse a partir de una medida de la
deformacion. Existen varias formas de “medir” la deformaciéon de una barra y cada una
dependerd principalmente, de la magnitud de las deformaciones esperables del problema.
Por el momento podemos determinar la deformacion de la barra a partir de la definicion de
deformacién mas sencilla, relacionando la longitud final con la longitud inicial:

ALty [02]
€ - (11.3)

o
Si la longitud final no es muy diferente a la longitud inicial de la barra, esta sera una medida
de deformacién adecuada al problema que se analiza. Para que la longitud final sea similar a
la longitud inicial, los desplazamientos deberan ser pequenos con relacion a estas longitudes
y se dice que el problema se basa en la hipotesis de pequefios desplazamientos.

Resta determinar el esfuerzo normal en la barra a partir a partir de la integracion del estado
de tensiones sobre el drea de la seccion. Como asumimos que la barra no se deformd, esta
integral se puede evaluar sobre el drea inicial °A. Esta hipdtesis es consistente con la
consideracion del equilibrio en la posicién inicial, respecto de la direccion del vector esfuerzo
normal.

t ~ t . ~ t..0
NNﬁAa dA ~ ‘o - °A (11.4)

Para determinar el estado de tensiones resultante de la deformacion deben utilizarse las
ecuaciones constitutivas del material, es decir, debe estar establecida la relacion entre las
tensiones y las deformaciones de la barra.

Supongamos entonces que la barra esta compuesta por un material elastico con una relacién
no-lineal entre las deformaciones y las tensiones dada por:

o(e) =E,-e—B-¢&? (11.5)

En una consideracion de pequefias deformaciones es razonable aceptar una relacion lineal
con algin moédulo secante del material. Este médulo secante dependera naturalmente del
rango de deformaciones del problema. En ese caso, se puede escribir:

‘v ~E . e (11.6)
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Reemplazando en la ecuacion de equilibrio, se obtiene una relacion lineal de carga-
desplazamientos:
é\ * OA OZ 2 t t

t ~

RLN0—|~[W] r+kg-'r (I.7)
Esta relacion secante sera valida para el material no-lineal sometido a deformaciones acordes
al modulo secante elegido. Si en la expresion (I1.6) en lugar de utilizar el mdédulo secante, se
utiliza el mddulo tangente a algiin punto de la trayectoria del material, la relacion carga
desplazamiento es una relacion instantdnea y valida para pequefias deformaciones.

Si las deformaciones asociadas al problema no son pequenas o no tienen relacién al rango de
deformaciones para el que fue definido el mddulo secante, el error en la obtencién de las

t

tensiones instantdneas "o serd significativo y la hipdtesis de pequefias deformaciones dejara

de tener validez.

Mediante este procedimiento!, es posible emplear todas las expresiones obtenidas para el
analisis lineal, pero actualizando el estado de tensiones a partir del estado de deformaciones,
con algin método incremental (ver III.1.6). Reemplazando las expresiones anteriores en la
ecuacion de equilibrio, se obtiene relacién carga-desplazamientos resultante de una
formulacién lineal. La relacion es una relacién cuadratica con los desplazamientos,
simplemente por ser un polinomio cuadratico la ecuacion constitutiva del material.

0 052 0,3 (tr)?
tRMNLO E, A[_Z] _tr_B.OA.[_Z] [_r] _|_kR-tr (11.8)

9 9 9 9

Si ademads de considerar la no-linealidad del material, se eliminan las hipdtesis de pequefios
desplazamientos y pequenas deformaciones, se obtiene una solucion no-lineal del problema
generalizado que a continuacion se desarrolla

II.1.2. La formulacion no-lineal del problema

En primer lugar, se asume como posicion inicial de la barra cualquier configuracion conocida
previamente, a la que en adelante denominaremos correspondiente al instante t, y que podra
ser la posicion sin deformar (t = 0) o bien a alguna configuracion inicial obtenida, por
ejemplo, a partir de un andlisis lineal como el anterior. Si se encuentra en un estado
equilibrado, o cuasi-equilibrado antes de la aplicacion de las cargas, es valido escribir:

‘R~ 'N-sin('0) +kg - 'r (1.9)

La aplicacién de una fuerza exterior llevard a la barra a una nueva configuracion deformada
correspondiente al instante t + At y sobre la cual deberd plantearse la nueva ecuaciéon de
equilibrio:

! La generalizacion de esta formulacion para problemas de la mecanica del continuo en donde se considera la no-
linealidad del material pero se mantiene la linealidad geométrica, se conoce en la bibliografia clasica con la sigla
MNLO, del término ingles Material Non Linear Only. (Bathe. [03], Crisfield [09], Dvorkin [11])
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t+AtR _ t+AtN «sin(”mQ) + kR 't+Atr (11.10)

La expresiéon (I1.10) sera valida para cualquier angulo A9 (no tiene implicita ninguna
hipotesis de pequenos desplazamientos) y éste quedara determinado a partir de la relacién
(IL.11).

t+AtZ

: A
sin(*"210) = Ay

(11.11)

El alargamiento (o acortamiento) de la barra se determina directamente segin su definicion,
planteando la diferencia entre la posicion inicial y la posicion deformada luego de aplicada la
carga en el instante t + At (Fig.2)

Al = tHAY _ (11.12)

La figura siguiente muestra la diferencia entre la consideraciéon de pequefios y grandes
desplazamientos, a partir de la medida del alargamiento de la barra:

- —

Fig.2. Equilibrio en la posicion deformada de la barra.

La longitud “instantanea” de la barra se puede calcular mediante el teorema de Pitagoras, a
partir de las coordenadas que definen la geometria de la misma. Es importante destacar que
si bien toda la geometria de la barra quedd determinada a partir de las coordenadas del
punto de aplicacion de la carga (ya que el apoyo inferior es un punto fijo), esta relacién
seguiria siendo valida con cualquier condicion de borde del problema.

t+Af _ [0y2 4 tHAL,2 (11.13)

La coordenada T2t

incremental (II.14), con lo cual se estaria utilizando un sistema de coordenadas “actualizado”
a la posicion deformada.

Z en cualquier instante de tiempo estard actualizada por la ecuacion

thaty — 07 4 tHALy (11.14)
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La generalizacidon de este concepto a un sistema de N grados de libertad se define en IV.3.3.
Planteando la diferencia y efectuando algunas simplificaciones se obtiene una medida de los
alargamientos, la cual podriamos definir como “verdadera” o “exacta”, ya que la obtencion
de la misma no implicé aproximacién alguna:

2 t

t+At 2
r 14 [O_'Ir] (11.15)

Al =1 14+ —

La deformacién de la barra, medida respecto de su configuracion inicial, se puede expresar
con alguna medida de deformacién. En particular, la medida de deformacion mas usual en
ingenieria establece la relacion entre la longitud final y la inicial:

Al
B

tHAt, _

(11.16)
Esta medida de la deformacion es una de muchas medidas de deformacion que pueden
utilizarse para los problemas de grandes desplazamientos. Conocido el estado de
deformaciones de la barra, la determinacion de las tensiones se puede realizar de manera
directa ya que existe una formulacion explicita que relaciona las tensiones con las
deformaciones?.

Aty — (AL — B L THAL, gL tHAL2 (11.17)

La resultante de esfuerzos internos se obtiene finalmente, integrando el volumen de
tensiones sobre la seccidn en la cual se planted el equilibrio de la barra.

AN = ﬂ+mAt+AtU -dA (11.18)

Reemplazando las condiciones cinemadticas y mecdnicas en la ecuacion de equilibrio del
problema, se obtiene la relacién carga-desplazamiento buscada, para un estado en equilibrio

con la nueva carga exterior del instante t + At. Planteando la ecuacién de equilibrio en
t+At

funcion de la coordenada actualizada Z se tiene:
AR tA_t+AtZ.< [og2 | t+AL,2 _0|). (B+Ey) B T ke - At (11.19)
o . [ox2 1 t+at;2 92 R '

El procedimiento visto permitié plantear el problema en funcién de un sélo pardmetro® o
incognita: el desplazamiento vertical. En la seccion IV.3 se generalizan estos mismos
procedimientos a un problema no-lineal de n-grados de libertad.

2 En general, esto sélo se da en los problemas de los solidos elasticos. En problemas de plasticidad, la
determinacion del estado de tensiones dependera no solamente de las deformaciones (de manera implicita o
explicita) sino también de la historia de cargas de la seccién en la forma '*4t; = U(I+At5, te, teP) (ver seccidn

IL.2)

3 La incdgnita principal del problema también se conoce en la bibliografia como pardmetro de discretizacién, debido
a que generalmente queda definido a partir de un procedimiento de discretizacion (como los elementos finitos) y
sera el objetivo buscado en los procedimientos numéricos de solucion del capitulo V.
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I1.1.3. Una soluciéon numérica directa: el control de desplazamientos

La estrategia mds obvia de solucién para obtener una respuesta en carga-desplazamiento
seria adoptar diferentes desplazamientos y a partir de éstos calcular la fuerza exterior
correspondiente utilizando la expresion (11.19)

Esta estrategia de solucion se conoce en la bibliografia como el control de desplazamientos
(displacement control) y es posible aplicarla en los casos en que se conoce explicitamente la
relaciéon carga-desplazamiento. En sistemas de varios grados de libertad, este procedimiento
no es trivial debido a que ya no basta con imponer un desplazamiento en un punto dado,
sino que es ahora es necesario definir un campo no arbitrario de desplazamientos sobre
todos aquellos grados de libertad no restringidos, para poder obtener asi la respuesta
(fuerzas) de la estructura.

La otra estrategia posible de solucion consiste en obtener el desplazamiento para cada valor
de fuerza exterior dadas en un instante t. Esta tarea no parece ser de gran dificultad de no ser
por hecho de que deberia resolverse una ecuacion no-lineal, a partir de donde se hace
necesario la aplicacién de los métodos del cdlculo numérico, lo cual es el objeto de los
paragrafos siguientes.

I1.1.4. Una solucion incremental: el control de fuerzas

Se trata entonces de obtener los desplazamientos a partir de las cargas exteriores aplicadas.
La relacion carga-desplazamiento completa se podra obtener iinicamente como resultado de
un procedimiento incremental que determine los incrementos de desplazamiento
correspondientes a los incrementos de las fuerzas exteriores, hecho por el cual a éstos
métodos se los conoce en la bibliografia clasica como métodos de control de fuerzas.

El problema incremental basico consistird en obtener el incremento de desplazamiento A'r
resultante de la aplicacién de un incremento en la carga exterior A'R

AR — R(*4Tr) (11.20)

Planteando a la fuerza exterior como una funcién de los desplazamientos segun (I11.20) es
posible efectuar una aproximacion de Taylor de 1° orden respecto del estado anterior de la
forma:

t
OR
AR ~ IR + (—) - Alr (11.21)
or
Despejando de (IL.21) se obtiene una ecuacion iterativa de Newton-Raphson para los
desplazamientos en funcién de un fuerza variable. La aplicacidon reiterada de (I1.21) da

origen a una sucesion que permite obtener el camino completo de carga-desplazamiento.

t -1
CHALE & T 4 (g—if) AR (11.22)

Este método es conocido como el método de Euler y se obtiene a partir una linealizacion de
Taylor alrededor del estado inicial, es decir que el procedimiento incremental es a fuerza
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variable. La solucién incremental para un estado t + At entonces, estard dada por (I1.22)
donde la tangente tiene por expresion:

(11.23)

2 2
YR _ _|_tA'(Z'BJrEo)_tA-(B+E°)~x02+tA'B-((tl'tZ) — (42 4+ 22))
or) 'R Y (E 42,2

La solucion incremental determinada por la expresion anterior se muestra en la figura Fig.3.
Como puede observarse en la misma, la solucién incremental obtenida se “aleja” de la
verdadera curva de equilibrio. La diferencia entre ambas soluciones es un desbalance de
fuerzas entre la resultante de fuerzas y la fuerza exterior aplicada. La violacion a la ecuacion
de equilibro se demuestra facilmente sustituyendo el desplazamiento y el esfuerzo interno
del paso n, dentro de la ecuacion de equilibrio (I1.9) en cada paso.

II.1.5. Una solucion iterativa. el método de Newton-Raphson

La ecuacion fundamental del problema, plantea el equilibrio de las fuerzas externas e
internas actuando sobre la posicion deformada de la barra:

tHAL _ tHAtR _ tHAtE ) (11.24)

Segun lo visto en los pardgrafos anteriores, la expresion (I1.24) es una ecuacion no-lineal en
'r y es necesario recurrir a algiin método numérico para resolverla. Mediante alguna
solucion iterativa se puede establecer el cumplimiento aproximado del balance de fuerzas
para cierta iteracion (I +1):

Ui+ ~ 0 (11.25)

La solucién buscada es aquella que hace nula a la expresion (I1.25) A partir de esta definicion,
se busca en alguna iteracion i-ésima el cumplimiento aproximado de la condicién anterior.
Nuevamente, es posible aplicar una linealizacion de Taylor alrededor de la tltima iteracion
conocida (1).

QD ~ g 4 (8—@)“) - or® (11.26)
or
La variable incremental 6r® tiene el mismo significado que el incremento finito A'r
aunque tiene notacidn diferente debido a que ésta ahora estd referida a incrementos finitos
cada vez mas “pequefios”, iterando sobre un mismo nivel de cargas, para evitar confusiones
con los incrementos finitos totales.

(i)t
(D O gl (6_@) ‘ 1.27)

or
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El proceso iterativo contintia hasta que la fuerza desbalanceada es menor a alguna tolerancia
especificada previamente. La derivada de la fuerza desbalanceada tiene por expresion:

t+At (i) - t+At ()
ov 0 1At t+At .y | oF )
— R—_—F r = —— .28
6r) 8r< ( )) or (1129
tHAL gy () e+ tHAAGD L (2.B 4+ E,) B HAAD (B 4+ E, ) - X,
or] R t+AY (1) (t+At| (i))3
(11.29)

tAta®) . g . (<t+At|(i) . trAt, () )2 B (<t+m|(i))2 T (1860 )2 )2)

(t+At| (i) )2 1,2

.+

Si se itera hasta alcanzar el equilibrio en la posiciéon correspondiente al instantet + At es
posible asumir como valor de arranque al desplazamiento correspondiente al estado
anterior, supuesto en equilibrio o cuasi-equilibrio:

tHAL(=0) o tp (11.30)

La evaluacion de (I1.29) en el origen del proceso incremental, se efectiia segin (I1.30) en la
ultima posicion conocida y en este estado su valor coincide con la expresion obtenida en
(IL23)

t+At

2
U\ A2B+E) 'A(BLE)-x] wB (12 f (1 + (2 ) (11.31)
5?) =R [ B (4 (412

Este método iterativo se conoce como el método de Newton-Raphson y es por otra parte, el
método numérico mas popular en la resolucion de ecuaciones no-lineales. La generalizacion
de este procedimiento numérico para sistemas de multiples grados de libertad se analiza en

detalle en la seccion V.

La diferencia fundamental entre el procedimiento incremental de I1.1.4 y el procedimiento

iterativo de Newton-Raphson radica en que los términos 6r® son cambios iterativos al mismo
nivel de cargas, es decir que no existe un incremento de carga exterior en cada paso de la
iteracion, sino una disminucién de la fuerza desbalanceada del paso

Mediante este método sdlo es posible obtener un punto de la curva carga-desplazamiento
asociado al estado desequilibrado para el cual se itera. Esta diferencia obliga a utilizar este
método en combinacion con un método incremental para poder determinar la curva
completa de carga-desplazamiento, como se vera en el paragrafo siguiente.

Debe observarse tanto en la expresion incremental (IL22) como en la expresion iterativa
(I1.27) 1a existencia de la funcién inversa de la derivada, lo cual es una caracteristica de estos
métodos y pone en evidencia la imposibilidad de superar los puntos de derivada nula
(tangente horizontal en el caso unidimensional)
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II.1.6. Formulacion de la matriz tangente

En el andlisis lineal de estructuras, tanto la expresion (I1.23) como la expresion (I1.29) son
equivalentes a una matriz de rigidez, debido a que relacionan fuerzas con desplazamientos.
En un andlisis no-lineal, estas derivadas cumplen el rol de la matriz de rigidez clasica de
analisis lineal de estructuras, pero relacionando ahora pequefios cambios en la carga con
pequenos cambios en los desplazamientos.

La derivada obtenida (IL.29) tiene la misma formulacion que la obtenida en (II.23) a
excepcion del signo, sin embargo, existe una diferencia conceptual entre ambas: En el planteo
incremental, la matriz tangente relaciona cambios en las fuerzas exteriores con incrementos
en los desplazamientos. A esta matriz se la denomina habitualmente matriz de rigidez del
problema.

t+At

HAK, = (11.32)

or

8R)

En el planteo iterativo en cambio, la matriz tangente relaciona cambios en la fuerza
desbalanceada con los cambios en el desplazamiento buscado, sobre el cual se itera. A esta
matriz se la denomina matriz tangente del problema, definida en una forma mas general:

t+At

ALK, = (11.33)

ov )
or
Esta definicién de matriz de rigidez tangente, permite entenderla como el primer término de

una serie de Taylor aplicada sobre la ecuacion del equilibrio alrededor del origen. Luego de
efectuar la derivacion y algunas substituciones, se obtiene:

‘A~(2‘B+E0)_‘A-(B+E0)-x02 N tA-B-((tl-‘z)z—(tl2 —i—tzz)z)

— > (11.34)
| 121,
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Fig.3. Relacion carga-desplazamiento en la estructura del problema elemental, para una barra con
las siguientes caracteristicas: EA =50-MN B =0, z, = 25-mm, |, = 2500-mm,

ks =1.35-N /mm . (Crisfield, M.A. [09])
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I1.2. EL TEOREMA DE TAYLOR

I1.2.1. Introduccion

En el andlisis de problemas lineales de la bibliografia clasica, es comun ver una serie de
simplificaciones en donde se aproxima por ejemplo, al seno de un dngulo con la tangente, al
coseno con la unidad, a la tangente con el arco, etc. Estas simplificaciones se justifican
mediante hipdtesis denominadas de pequefios desplazamientos, las pequefas
deformaciones, la hipodtesis de rigidez axil o la hipotesis de indeformabilidad de las barras,
etc.

Todas estas simplificaciones pueden verse de un modo mas general, como el resultado de
una aplicacién del teorema de Taylor, tanto a la formulacion del equilibrio, como a las
medidas de los desplazamientos y las deformaciones finitas. Este ejercicio permitira luego
extender los conceptos a sistemas de multiples grados de libertad.

I1.2.2. La teoria de pequefios desplazamientos

En la teoria lineal de la elasticidad, es habitual asumir la hipodtesis de los pequefios
desplazamientos. Esta hipdtesis considera a los desplazamientos en la estructura como
infinitésimos de 1° orden y no debe confundirse con la hipdtesis de pequefias deformaciones,
la cual se analiza en el paragrafo siguiente.

La teoria de los pequefios desplazamientos es la aproximacion en 1° orden de la formulacién
que relaciona los alargamientos finitos de la barra con los desplazamientos instantaneos,
seguin su definicion:

Al = tHAY (11.35)

En la consideracion de pequefios desplazamientos el alargamiento de la barra se puede
obtener aproximadamente a partir de la proyecciéon de la barra deformada sobre su direccion
en la posicion “inicial”, obteniéndose la siguiente expresion conocida del analisis lineal de
estructuras

Al ~ tr. 2 (11.36)

La hipotesis de los pequefios desplazamientos se puede aplicar en otra posicion de equilibrio
que no sea necesariamente el origen, como por ejemplo, respecto de la ultima configuracion
conocida:

Al ~ tr.— (11.37)

La expresion (I1.37) puede obtenerse también a partir de una aproximacion de Taylor de 1°
orden de la funcion alargamientos alrededor de alguna configuracion conocida, digamos en
el instante t :
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tHAY Y ol t+At t
~+ |50 (A —r) (11.38)
t 0 t t
(ﬂ) _ Cz+ 1) =2 (11.39)
or \/OXZ +(OZ +tr)2 |
tz
Al ~ Ay g o 2 (11.40)

'R

En particular, si la posicion “inicial” corresponde a la barra sin deformar, la expresion lineal
(IL.40) es la relaciéon conocida del analisis lineal (I11.36)

A%~ tr. 2 (11.41)

Fig.4. Equilibrio en la posicién sin deformar de la barra. Aproximacién de 1° orden del
acortamiento de la barra en la posicién deformada

I1.2.3. La teoria de las pequenas deformaciones

La medida de deformacion definida en (I1.16) permite calcular la deformacion de la barra a
partir del alargamiento (acortamiento) finito de la misma respecto de su configuracion
“inicial”.

Atl LAY t| t+AY

e=T=—f =3 1 (11.42)

t+At

Esta medida de deformacion no introduce ninguna aproximacion por la que podemos
definirla como deformacién “verdadera” o “exacta”.

Si utilizamos la formulacién lineal de pequenos desplazamientos (I1.41) y calculamos la
deformacion de la barra segun su definicion en (I1.16) , pero respecto de la configuracion
inicial sin deformar, se obtiene una medida de deformacion lineal.
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SR ek VS RSN

0| Ol ’ (ol )2

(11.43)

Esta medida lineal de la deformacion en particular se utiliza en problemas de pequefas
deformaciones y puede obtenerse como el primer término de una aproximacion de Taylor
sobre la definicion de (II.16) tinicamente alrededor del origen, es decir sobre la configuracion
inicial sin deformar. Aplicando la férmula de Taylor sobre la definicion de la medida de
deformacion se obtiene:

t tig2
e e 4 (%) (=) +%. [%] (- tr)z (I1.44)

Evaluando respecto de una configuracion inicial sin deformar, se obtiene:

9%

°(0e 1°
e v Oc + (—)-(tr—or)-l-z- [W

= ]-(tr —or Y (11.45)

Para la posicién inicial se cumple que los alargamientos iniciales y los desplazamientos
iniciales son nulos por definicion

=0 °°k =0 (11.46)

Despreciando el término de orden superior, la derivada primera evaluada en el origen
resulta en:

°/0 1 °z

La deformacion de la barra linealizada respecto del origen resulta entonces en la utilizada en
el andlisis lineal:

1
PRI (11.48)

I1.2.4. La medida de deformacion de Green-Lagrange

El desarrollo de Taylor para la deformacion instantanea de la barra, medida en su posicion
deformada, se puede expresar en una forma mas general a partir de los desplazamientos
longitudinales y transversales de la misma. Si se opera sobre los términos de la expresion
(I.44) y se los evaltia en una configuracion inicial t, se obtiene:

Y1oe\  sin(*0)
(W)_ g (11.49)

t 2 t 2
[gri] = [Costf 0)] (11.50)

La medida de deformacion linealizada respecto del origen, queda determinada entonces
como:
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ity .t tyy .ty )2
%%sm(e) r_l_l.[cos(e) r] (15D

Y 2 Y

Llevando al limite la longitud de la barra, °l — 90X y llamando Ou a los desplazamientos
longitudinales y OW transversales se obtiene:

2
. ou 1 (8W) (1152)

Eax T2k

Los desplazamientos longitudinales y transversales en el nuevo sistema local de coordenadas
se pueden obtener a partir de la proyeccién del desplazamiento vertical 'r sobre un sistema
de coordenadas local solidario* con la barra (Fig.5)

ou = sin('0) - 'r (11.53)

ow = cos(*9)- 'r (11.54)

Esta expresion simplificada es una medida de deformacion valida para grandes
desplazamientos y se la conoce en la bibliografia como deformacién de Green-Lagrange.

Fig.5. interpretacion geométrica de la aproximacién de 1° y 2° orden del acortamiento de la barra
en la posicién deformada. Deformacion infinitesimal y deformacion de Green Lagrange

I1.2.5. El equilibrio en la posicion inicial

Si analizamos la ecuacion de equilibrio del problema no-lineal y la comparamos con la
ecuacion (II.1) se puede observar que la expresion lineal del equilibrio corresponde al
término al origen de una aproximacion de Taylor de 1° orden de la ecuacién de equilibrio no-
lineal respecto del origen. En efecto, si se aplica la férmula de Taylor respecto del origen,
hasta el 1° orden de derivadas, se obtiene:

* La deformacion longitudinal fue determinada sobre la barra que ha rotado, de manera que la direccién del
vector de deformaciones esta continuamente cambiando. Tales medidas de deformacién pueden ser pensadas
como relativas a un sistema de coordenadas que continuamente rota con la barra (Crisfield [09], Dvorkin [10]).
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(0]
R ~ °R + (g—f:) tr (11.55)
Donde el término al origen °R corresponde a (IL.1)
°z
°R = °N o (11.56)
°/R) °(ON)\ °z °N 07 \?
(ﬁ): (W)'W-FT-[].—[O—I] + kg (11.57)

La linealizacion del equilibrio no implica ninguna hipdtesis de pequefios desplazamientos,
sino la aproximacion en 1° orden de la ecuacion de equilibrio respecto de una configuracién
conocida. En todo caso, la linealizaciéon del equilibrio estard asociada a la consideracion de
pequenos incrementos finitos de desplazamiento entre un estado y el siguiente; debido a
ello, el tamafio del paso® (incremento finito) de desplazamientos sera fundamental para la
estabilidad, consistencia y convergencia (Kincaid [17]) del procedimiento numérico utilizado.

La expresion (II.1) del analisis lineal sélo podra cumplirse rigurosamente en el origen, ya que
para cualquier desplazamiento vertical 'r no nulo, existird un desbalance de fuerzas internas
y externas que ird aumentando en la misma medida en que aumenta el angulo '6:

N
o

sin(t0) ~ sin(®)) & @ —=x z & 'r~0 (11.58)

En el analisis lineal, el equilibrio se considera en una posicion inicial particular: la posicion
sin deformar, lo que es equivalente segun lo visto a una linealizacién respecto del origen. Sin
embargo, es posible efectuar esta aproximacion respecto de cualquier otra configuracién
conocida, (por ejemplo la ultima), utilizdndola como configuracién “inicial” a partir de un
sistema de coordenadas que se actualice paso a paso. Este concepto se generaliza para
sistemas de n-grados de libertad en la seccion IV.3.3

‘7 =%+" (11.59)

t+AtZ — 0Z + t+Atr (||.60)

La forma en que se efectiie dicha actualizacion y la correcciéon o no del equilibrio, definira
diferentes familias de métodos numéricos (incrementales o iterativos, explicitos o implicitos,
etc.) los cuales se revisan conceptualmente en los capitulos subsiguientes.

5 Un procedimiento de control del tamafio de paso se analiza en detalle en la seccién V.3.
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I1.3. CINEMATICA DE UN ELEMENTO DE VIGA-COLUMNA

I1.3.1. La teoria clasica de vigas esbeltas. Hipodtesis de Bernoulli - Euler

La teoria clasica de vigas esbeltas permite determinar el campo completo de desplazamientos
de una viga sometida exclusivamente a esfuerzos de flexion en su plano y se basa en las
siguientes hipotesis fundamentales:

+z
. _pk
P, (X) -My P
WL .
e T v Jra
\\\\ ///
tI ‘

Fig.6. Viga elemental de Euler-Bernoulli

Sea un elemento de viga de longitud | (Fig.6) sobre la cual actia un sistema de fuerzas
exteriores compuesto por fuerzas verticales (paralelas al eje z), y momentos flexores
contenidos en el planoXz .

- Los desplazamientos laterales (segtin el eje y —Y ) de todos los puntos de una

seccion son nulos.

- Los desplazamientos verticales (segun el eje Z —z ) de todos los puntos de una
seccion son iguales al desplazamiento vertical del eje de la viga W°.

- Los desplazamientos verticales del eje de referencia de la viga son pequefios.

- Las secciones transversales normales al eje de la viga antes de la deformacion,
permanecen planas y ortogonales a dicho eje luego de la deformacion.

Por ser un problema exclusivamente plano el campo generalizado de desplazamientos de un
punto de la seccion dependera de las variables {X,z }

u(x,y,z) = u(x,z) (11.61)

w(x,y,z) = w°(x) (11.62)

El sistema de fuerzas actuantes en el modelo, se podra descomponer segin sus componentes
principales. En virtud de la primer hipdtesis sdlo se admiten fuerzas verticales y momentos
actuantes en el plano principal de flexién.

{DZ(X) , my(x), P*, M;',} (11.63)
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La hipotesis de las secciones planas establece que el desplazamiento longitudinal de
cualquier fibra de la seccion quedara definido a partir del giro medio de la seccion 6(X):

ux,z) = -z - 6(x) (11.64)

La hipdtesis de pequenios desplazamientos transversales permite obtener la deformacién
longitudinal de cualquier fibra perteneciente al plano XZ segtn la siguiente medida de
deformacion:

_ou
o OX

Ex (11.65)

La condicion de ortogonalidad de las secciones planas luego de la deformacion establece que
la deformacion angular de la seccion transversal debera ser nula:

ow ou
Ya = Gr + Er 0 (11.66)

Las otras condiciones cinematicas de la teoria clasica de flexion de vigas esbeltas estaran
determinadas por las restantes deformaciones angulares vy, = 0y v, = 0.

\
N +x° /
e\\\_’//
+60 | o
+M

Fig.7. Signos utilizados para los giros, momentos y curvaturas.

Reemplazando la expresiones (I1.64) en (I1.65) y (I1.66), se obtienen las hipdtesis cinematicas
fundamentales de la teoria de flexion de vigas esbeltas:

dw®

PK) = 600 ~ o

(11.67)

@, o

1S :_Z'_N_Z
X dx dx?

(11.68)

Denominando x°(X) a la curvatura, el estado de deformacién de la seccién queda definido a

partir de un tnico parametro:
e (%,2) = =z - X°(X) (11.69)

de°  d?w°
0 = —_——
X0 = dx dx?

(11.70)
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I1.3.2. La consideracion de las deformaciones longitudinales

Si se admite la existencia de esfuerzos normales dentro del elemento eliminando la condicion
(I.63), estamos bajo las consideraciones de lo que se conoce como teoria generalizada de
vigas. La consideracion de este esfuerzo implica considerar los desplazamientos
longitudinales del eje de la seccion, los cuales se suman al desplazamiento total de cada fibra
debido a la flexién.

u(x,z) = u°x) —z-6°(x) (11.72)

Las componentes principales del sistema de fuerzas exteriores, se consideraran como antes,
actuando sobre algun eje de referencia de la barra:

{Pc(), ), my(), P}, Pf, My | (11.72)

Por otra parte, segin se demostr6 en la seccion 1.2, cuando eliminamos la hipdtesis de
pequenos desplazamientos transversales es necesario utilizar una medida de deformacion
diferente. Adoptando la medida de deformacion de Green-Lagrange (ver 11.2.4):

2
& = ou 1 (8w) (11.73)

Tox 2 \ox

Reemplazando la expresion (I1.62) y (IL.71) se obtiene la deformaciéon longitudinal de
cualquier fibra ubicada a una distancia z del eje de referencia como:

du® de®  1(dw°)?
e (X,2) = —7- i

dx dx + 7 (11.74)

Todo lo dicho permite establecer las dos condiciones cinematicas fundamentales del
elemento de viga-columna:

dw®
°(X) = ™ (11.75)
du® daw®  1(dw° \?
€X(X,Z) = ax —Z7- dX2 —|—§ d_X (11.76)
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+Z

Fig.8. Teoria de flexion de vigas de Euler-Bernoulli. Giro de la seccién normal a la fibra media. Para
los sentidos indicados en la figura, el giro por flexién es positivo y el desplazamiento vertical es
negativo.

Denominando £°(X) a la deformacién sobre el eje de referencia y x°(X) a la curvatura,

podemos expresar a la deformacion de cualquier fibra como la combinacién de estos dos
parametros:

& (X,2) = 2(X) —z - x°(x) (1.77)
o = 10 f

e’(x) = ix + 5| ax (1.78)
opy 40 dw°

X°(X) = X~ dl (11.79)

Las expresiones (I1.77) a (IL.79) permiten definir completamente el estado de deformacion de
cada fibra de la seccién para un campo de desplazamientos dado.

I1.3.3. La consideracion de las deformaciones por corte.
Teoria de vigas de Timoshenko

A medida que la relacion longitud / altura de una viga disminuye, es sabido que las
secciones transversales dejan de conservarse planas después de la deformacion. Este hecho
implica la necesidad de poder formular una hipdtesis para las deformaciones por corte y su
influencia en los desplazamientos transversales del elemento.
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0° +Z

N\
\ N\

Fig.9. Teoria de flexion de vigas de Timoshenko. Giro de la secciéon normal a la fibra media. Para
los sentidos indicados en la figura, el giro por flexion es positivo y el desplazamiento vertical es
negativo.

La teoria de vigas de Timoshenko establece que las secciones planas normales al eje de la viga
antes de la deformacién, permanecen planas pero no necesariamente normales al eje luego de la
deformacién. Esta hipdtesis representa una mayor aproximacion a la deformacion real en las
vigas de gran altura.

Segun puede verse en la Fig.9, la hipotesis de Timoshenko supone tomar un giro medio para
la seccién, de manera que a efectos practicos pueda seguir considerandose plana. Mediante
la inspeccién de la Fig.9 y la convencion de signos adoptada, se deduce que el giro de la
seccion normal se puede expresar como la pendiente de la deformada del eje de la viga y un
giro adicional:

°(x) ~ ¢°(X) + °(x) (11.80)

El mantenimiento de hipotesis de secciones planas permite la determinacion del campo
completo de desplazamientos de la seccion:

u(x,z) = u°x) —z-6°(x) (11.81)
El campo de deformaciones no nulas de la seccién ahora queda definido por las siguientes
expresiones:
P o o
*ox o 2\ 0x '
_ow _ ou (11.83)
e =x oz '

Desarrollando la primera de las expresiones anteriores, se obtiene la expresién de las
deformaciones longitudinales de cada fibra:
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— gz =W, 97 +1[dwo ]2 (11.84)
ST &)= dx = 2| dx '
Y = ¢°(X) — °(x) = —°(x) (11.85)

I1.3.4. El estado de deformacion de la seccion
Las expresiones obtenidas anteriormente permiten definir completamente el estado de
deformacién de cualquier fibra de la seccion mediante las expresiones (I1.77) a (IL.79):

ex(X,2) = °(X) — 2 - X°(X) (11.86)

La deformacion longitudinal tiene idéntica expresion a (IL.78) pero la curvatura se ve
modificada por el término debido al corte. Luego, denominando ~°(X) al giro debido a las

deformaciones por corte se obtiene:

du®  1(dw° \?
Y — —_— p—
e®(x) = i +2[ X ] (11.87)
0 0 24,0 0
X°(X)=%—d¢ LA _dwe dy (11.88)

dx ~ dx dx dx? dx

Y (X) = Y (%) = 0°(x) — ¢°(X) (11.89)

El estado de deformacion del elemento se podra definir para una secciéon dada mediante el
siguiente arreglo:

@ = () = {£6) 0 0} (1.90)

e=e(X,z)=2Z-¢ (11.91)

donde e(X,z) es el vector de estado de deformacién de una fibra arbitraria y Z es una matriz

de transformacion:

e = e(x.2) = {5(x.2) (0} (11.92)
1 —z O
Z=22) = 0 0 1 (11.93)

La consideracion de la no-linealidad del material obliga a definir a este arreglo para un
estado dado del tiempo a partir del superindice t correspondiente a una la configuracion
inicial arbitraria.

te =Z.te° (11.94)
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La hipdtesis cinematica de las secciones planas permite determinar completamente el estado
deformacion de todas las fibras de la seccion, en funcién de la deformacién longitudinal y el
giro del eje de referencia de la misma seguin una forma lineal.

I1.4. LAS FUNCIONES DE FORMA

I1.4.1. Funciones de interpolacion

El problema de obtener la configuraciéon de equilibrio de una barra bajo la acciéon de fuerzas
exteriores se reduce a encontrar el campo de desplazamientos (I1.95) que satisfaga la
ecuacion diferencial de equilibrio del problema y las condiciones de contorno sobre los
desplazamientos prescritos (condiciones cinematicas).

u(x) = {uo(x) ,WO(X), 9°(x)} (11.95)

Una solucién aproximada de este problema puede obtenerse si se conoce un campo de
desplazamientos que aproxime (I1.95) en algunos puntos del dominio y que al mismo
tiempo, satisfaga la ecuacion de equilibrio del problema y las condiciones cinematicas en
esos puntos.

tux) ~ HT (x) - tU (11.96)

donde HT(x) es una matriz que contiene al conjunto de funciones de interpolacion que
permiten aproximar a un campo continuo de desplazamiento a partir de un conjunto
discreto de puntos del dominio.

Entre los multiples métodos del calculo numérico que existen para aproximar una funcion,
elegimos el mas sencillo, utilizando funciones polindmicas definidas localmente para cada
elemento.

n

ue) ~ > a -xO (11.97)
i=1
m -

wo(x) ~ ) bj - x® (11.98)
i=1

m
0°(x) ~ > ¢j - xW (11.99)
i=1
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I1.4.2. La interpolacion hermitica. Formulaciones con continuidad de clase C1

La incognita fundamental del problema de flexion de vigas es el desplazamiento transversal.
Sin embargo, en una formulacion débil del equilibrio (ver IV.2.5) aparecen en la expresion
del trabajo interno las derivadas segundas de W°(X). Esto implica la necesidad de utilizar
interpolaciones en las cuales la variable y su primera derivada han de ser continuas, para
evitar singularidades en el célculo de las integrales que reemplazan a la ecuaciéon de
equilibrio®. A este tipo de interpolaciones se las denomina de continuidad clase C1.

En las interpolaciones anteriores, N y M son el nimero de puntos sobre el elemento donde
se supone conocido el desplazamiento a interpolar. A estos puntos se los denomina nodos. Si
los parametros @; y bjson constantes que dependen unicamente de los valores del

desplazamiento en los nodos, entonces el problema tiene soluciéon tnica a partir de la
resolucion de un sistema lineal de ecuaciones.

Los nodos podran disponerse en cualquier punto del dominio del elemento de barra. Si en
particular estos se dispusieran dentro del elemento, la interpolaciéon se denominara
jerarquica. Los nodos intermedios deberan tener un tratamiento especial, ya que al no estar
“conectados” con nodos extremos de otros elementos, deberian condensarse antes de
formular la matriz tangente de rigidez. La condensacion estatica se ve en V.2.4.

Es posible definir elementos que interpolen el campo de desplazamientos empleando un
numero minimo de nodos. Estos elementos aproximan de modo menos “preciso” el campo
de desplazamientos transversales y los giros, por lo que se hace necesario un mayor nimero
de elementos.

Si en particular, el nimero de nodos utilizado para interpolar el campo de desplazamientos
coincide con el nimero de nodos necesario para interpolar la forma del elemento, entonces
las funciones de transformacion de coordenadas y las funciones de interpolacion de
desplazamientos son las mismas. A este tipo de interpolacion se la denomina isoparamétrica
y es ampliamente utilizada en todo tipo de formulaciones en desplazamientos.

Cuando los nodos se disponen en puntos en los cuales se conozca el desplazamiento y su
derivada, entonces se tiene lo que se conoce como interpolaciéon hermitica, debido a la
interpolacion mediante polinomios de Hermite.

Las interpolaciones de clase C1 son muy utilizadas en los elementos de viga” debido a la
relacion que existe entre el desplazamiento transversal y el giro de la seccién, ambos
conocidos en los extremos del elemento.

. . - . . 0o . .
6 Esta condicién se puede interpretar fisicamente de manera sencilla teniendo en cuenta que ¢ coincide con la

pendiente de la deformada del eje de la viga y por lo tanto, esta derivada debe ser continua para garantizar que la
deformada del eje describa una curva suave (Onfate, E. [23])

7 En los problemas de flexion de placas la utilizacion de este tipo de elementos conduce, en general, a situaciones
en que la primera derivada no es continua entre elementos. En esos casos, las interpolaciones utilizadas son de
continuidad de clase CO y los elementos en general son isoparamétricos, de modo tal de reutilizar las mismas
funciones de interpolacion tanto para los desplazamientos como para la geometria del elemento. Sin embargo
esto no ocurre en vigas, ya que al estar conectados entre si los elementos tinicamente por puntos nodales, dichas
derivadas toman un valor nico entre elementos, lo cual garantiza su continuidad
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I1.4.3. Interpolacion hermitica del desplazamiento transversal

El elemento de viga de clase C1 mas sencillo es el elemento unidimensional de dos nodos
(Fig.10) La continuidad de las primeras derivadas obliga a tomar el giro ¢°(X) como

variable. Por lo tanto, el numero total de variables nodales del elemento seran cuatro: los
desplazamientos transversales y sus derivadas en cada nodo.

Para la interpolacion de los desplazamientos transversales, se utilizara entonces una
interpolacién cabica® a partir de un esquema hermitico de cuatro nodos. Los nodos extremos
del elemento tendran como incognitas el desplazamiento transversal y el giro respectivo

WO (X) & hya(X) - Wy + hgy(X) - 1 + hya(X) - Wa + hgo(X) - 0, (11.100)
Agrupando las variables nodales externas en el vector W, el desplazamiento transversal del
eje de la seccion se interpola segun:

wo(x) ~ hl,(x)- W (11.101)

El problema basico consiste en encontrar un conjunto de polinomios de interpolacion
agrupados en el vector h,(X) utilizando los valores de la funcidn a interpolar W(X) y sus

derivadas, valores conocidos tinicamente en sus nodos a través del vector W .

Las expresiones (I1.101) y (I1.98) son diferentes maneras de expresar a la funcion incégnita de
desplazamientos transversales. Igualando (I1.100) y (I1.101):

hl,(x)-W=x"-b (11.102)
b" =|by by b, by (11.103)
X" :[1 X x? x3} (11.104)

Evaluando la funcién de interpolacion del desplazamiento transversal en las coordenadas de
cada nodo se obtienen los desplazamientos nodales incognita

hw1(0) - Wy + hpy(0) - B + hyy2(0) - Wy + hyp(0)- 6, = W, (11.105)

hwt(L) - Wy + gy (L) - 61 + hyo(L) -, + hya(L) - 0, = W, (11.106)

8 En el problema elemental de la barra recta a flexiéon simple, sometida a la accién de una carga distribuida de
manera uniforme, la ecuacién de la curva elastica quedaba completamente determinada mediante un polinomio
cabico. Esto significa que en un elemento de viga con interpolacién ctibica de desplazamientos transversales, se
podran representar exactamente el campo de desplazamientos del problema analitico (elastico y lineal).
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Fig.10. Elemento de viga de Euler-Bernoulli de dos nodos. Convenio de signos para los
desplazamientos transversales y giros nodales. Grados de libertad locales

Del mismo modo, evaluando la derivada primera de dicha funciéon en las coordenadas
nodales, se obtienen los giros nodales del elemento

8hw1 Ohgy

O, +.0). , + T2

0)-w, + %(0) 92 = (11.107)

ah gy

Mot 1y, + D1y 4 e

(L)-W, + =22 8h92 (L)- 6, = 6, (11.108)

El sistema lineal de ecuaciones anterior puede rescribirse en funcion de los coeficientes de
interpolacién buscados y el vector de incdgnitas nodales:

B" .b=w (11.109)

De este modo, la solucion del sistema lineal de ecuaciones (el vector de coeficientes del
polinomio interpolador) puede obtenerse como:

b=B"!- W (11.110)

{hie) hje)}-w=x"- (B W) (11.111)

Con lo cual se obtiene directamente las funciones de forma como:

hi,(x) = x" -B! (11.112)
2-x3 3.2 2-x3  3-x2) (x3 2.x? x3  x2

“W)‘{[ E ‘?*1] [‘ E *?] [?— L ”] [F—r”
(11.113)

I1.4.4. Interpolacion jerarquica del desplazamiento longitudinal

El esquema de interpolacion mas sencillo de desplazamientos longitudinales es el elemento
de barra de dos nodos. Para la interpolacion de los desplazamientos longitudinales, se
utilizard una interpolacion lineal / cuadratica a partir de un esquema jerarquico de tres
nodos, definido por dos nodos extremos y un nodo jerarquico central. Debido a que los
nodos jerarquicos deberdn ser condensados previamente al ensamblaje de la matriz de
rigidez, deberan definirse por separado (ver V.2.4)
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u®(x) & hy (x) - Gy + hya(X) - Gy + hy Ay, (X) - Aus (11.114)

Agrupando las variables nodales externas en el vector Uy a la variable del nodo interno
Auj por separado, el desplazamiento del eje de la seccidn se interpolan segun.

u°(x) ~ h (x)- 0+ hy Ay, (X) - Aug (11.115)
1 3 2
@, - O
G]_ AUg 0\2

Fig.11. Elemento de barra de nodos externos y un nodo jerarquico

La funcion de interpolacion jerdrquica utiliza desplazamientos nodales correspondientes
tanto al nodo intermedio como a los nodos externos, como cualquier funcién de
interpolacién. Las funciones de forma principales en cambio, sdlo interpolan
desplazamientos de los nodos externos. Por lo tanto, las funciones de forma asociadas a los
nodos externos seran lineales’:

wor= (-5 (<)

Ahora resta aplicar las condiciones de consistencia sobre la funciéon de forma asociada al
nodo jerarquico. A diferencia del procedimiento empleado en el paragrafo 11.4.4, la igualdad
de las expresiones (I1.97) y (I1.115) se plantea con la funcién jerdrquica como unica funcién
incégnita:

hi (x)- 0 +hyay,(X) - Aug = X" -a (11.117)
al = {ao a az} (11.118)
X" :{1 X x2} (11.119)

Las variables nodales independientes deben ser iguales al vector con las condiciones de
borde:

°Para poder cumplir con las condiciones de unicidad, las funciones interpolantes de los nodos externos no deben
“saber” de la existencia de la funcién interpolante del nodo intermedio. Esta es una caracteristica de los esquemas
jerarquicos. Las funciones forma jerarquicas pueden estar o no incluidas dentro del la interpolacién, sin cambiar
las funciones de forma principales y puede verse a éstas como un refinamiento de la misma.
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u =0, =0
ulL)=0, =0 (11.120)
u(L/2) = Auj

La imposicion de condiciones de borde sobre las funciones cuadraticas deriva en un sistema
lineal de ecuaciones:

A-a:{o 0 Au3} (11.121)
a:Afl-{O 0 Au3} (11.122)
huau, () - Aug = x7 - AL {0 0 Au3} (11.123)

Con lo cual, la funcién jerdrquica de interpolacion resultante queda :

4.x 4-x2]
- (11.124)

hu.Aug (X) = [ L |2

Para verificar los resultados obtenidos, se evaltia a la funcién jerarquica en los nodos del
elemento, en donde se verifica por simple inspeccion que ésta se anula en los extremos. Por
otra parte, en el nodo central se verifica que ésta toma el valor unitario cumpliendo con las
condiciones de unicidad:

hu.Au3 L) = hu.Au3 -L)=20

L (11.125)
hu.Au3 (E) =1

I1.4.5. Interpolacion de los giros y las deformaciones

En el pardgrafo anterior se obtuvieron los coeficientes de interpolacién de las funciones de
forma mediante las cuales se pudo interpolar dos magnitudes cinemadticas basicas: el
desplazamiento longitudinal y el desplazamiento transversal del eje del elemento. A partir
de éstos, es posible obtener por derivacion las restantes magnitudes cinematicas definidas en
la seccién anterior.

6°(x) ~ hj (x)- W (11.126)

Si no se consideran las deformaciones por corte, las funciones de forma que interpolan el giro
de la seccién se obtienen segun (I1.67):

hy(X) ~ a@% ~ b, (x) (11.127)

Del mismo modo, la curvatura de la seccién la obtenemos mediante derivacién de las
funciones de forma que interpolan los giros:
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X°(x) ~ hl(x)- W (11.128)
oh
h,(x) ~ a—xf’ ~ by(x) (11.129)

Finalmente, la deformacion longitudinal del eje de referencia se obtiene a partir de la relacion
(I1.78):

e°(x) &~ bl (X) - 0 + by Ay, (X) - Aug + %(bVT\,(x) ~ v‘v)2 (11.130)

En las Fig.12 y Fig.13 se resumen las funciones de forma en coordenadas naturales y los
valores que toman en los extremos del intervalo. Estos valores seran utilizados por los
algoritmos de integracion de Gauss-Lobatto para evitar interpolar el valor del integrando
sobre puntos conocidos (ver V.1.6)

XO=5-1+6) I-%-7 -F-t
= @) ={[*35) (55 hesw® = hus, x@) = (1= &)
0@ =L@ = {[-7) (T)} B © =B, x@) = (-7
hw.Au3 (fk) =0 bw.Au3 (fk) =0 bH.Au3 (fk) =0
1 3-(&-1)
Z'<2_3'§+§3) 2L
}.(2+3_§_§3) 73-(§271)
he(©) = hax©) = { * o M@=ba@={ 2L
g'(€+1)'(f*1) T(6-1)-(B-¢+1)
L
g (ETU (-1 ErD) @ e
6 ¢
I
8¢
h1.(9) = b (x(©) = 71+L;£ hoau@=0  hl@E)={0o 0 0 o}
R
1+3-¢
L

Fig.12. Funciones de forma hermiticas definidas en el intervalo [—1 +1]

hi (- ={1 o} hi(+) = {0 1} hy s, (1) = 0 hu s, (+1) = 0
11 11 4 4
ol-o-{-+ ¢} sev-{-F I} bsen=7 By s (+D) = —
1 0 0 0
0 1 0 0
h(-D = ho(HD) = hD=1,1  hGD=1,
0 0 0 1
6 6 4 2 6 6 2 4
e e e -{z - T o)

Fig.13. Evaluacion de las funciones de forma modificadas por corte en los extremos del intervalo.
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I1.5. CONSIDERACION DE LAS DEFORMACIONES POR CORTE

I1.5.1. Introduccion

Cuando la relacion longitud / altura de un elemento viga se hace cada vez mas pequena, las
secciones transversales dejan de conservarse planas después de la deformacion y es necesario
formular hipotesis adicionales que tengan en consideracion las deformaciones por corte y su
influencia sobre los desplazamientos transversales del elemento.

El objetivo del presente capitulo es extender la formulacidn cinematica a los elementos en los
cuales los esfuerzos de corte tienen efectos significativos sobre las deformaciones.

En el planteo de las funciones de forma se utiliza una formulacién diferente a la tradicional
en este tipo de elementos, basada en funciones de forma de clase C° desarrollando un nuevo
tipo de funciones de forma basadas en el equilibrio. Este planteo permite evitar el problema
clasico de bloqueo por corte manteniendo la continuidad de clase C'.

La consideracion de los términos de orden superior en las deformaciones longitudinales y la
funcion de forma jerdrquica del nodo intermedio produce ademas, un acoplamiento entre la
interpolacidn de los esfuerzos transversales y longitudinales que se refleja en las funciones
de forma modificadas.

I1.5.2. La interpolacion de las deformaciones por corte basada en el equilibrio

La hipotesis fundamental del elemento de viga de Timoshenko (ver 11.3.3) establece que el
giro de una seccién del elemento puede aproximarse como la suma de la derivada del
desplazamiento transversal y una componente de deformacion debida a los esfuerzos de
corte:

0°(x) = ¢°(x) + °(x) (11.131)

La interpolacion del giro por flexion, es decir de la derivada del desplazamiento transversal,
se obtuvo a partir de la derivacion de las funciones de interpolacion de este desplazamiento.

@3 &(M]) f ]

Fig.14. Signos convencionales para el momento flexor M y el esfuerzo cortante Q

—Q

En un planteo hermitico, la funcion de forma (el polinomio interpolador) asociada a las
deformaciones por corte no podra tener un grado arbitrario sino que debera ser consistente
con el grado de interpolacion de las deformaciones transversales y giros del elemento.

Se definen las funciones de clase C! a aquellas funciones que son continuas y derivables
hasta su primer derivada. Un polinomio de 2° grado es una funcion de clase C1 ya que su
primer derivada es otro polinomio (una recta) que es continua y derivable en todo punto de
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su dominio. En esta formulacion, el grado necesario del polinomio de interpolacion las
deformaciones por corte puede determinarse planteando la ecuacion diferencial de equilibrio
de la viga:

M 1w =0 v €[0,L] (11.132)

Para poder definir las resultantes de momento y corte en todo punto del elemento, es
necesario hacer una hipdtesis sobre el material.

En el caso particular el material elastico y lineal, y tomando al eje de referencia en
coincidencia con el eje baricéntrico, la derivada del momento flexor es la expresion conocida
de la teoria clasica de la elasticidad:

0
%_'\):' _4E.J, ddix (11.133)
QXx) =G -A-7°(x) (11.134)

Para el caso general de no-linealidad del material estas expresiones no tendran mas validez,
ya que dependeran del estado de tensiones y deformaciones correspondientes al instante de
tiempo en el cual se plantea el equilibrio:

O™
OX

Para el caso general de no-linealidad del material es posible conocer los esfuerzos internos de
la seccién en un instante de tiempo t a partir de las deformaciones instantaneas de la

+0x)=0 Vx € [0,L] (11.135)

seccion, utilizando una serie de pardmetros denominados parametros de estado (ver IV.1.2),
AM(X) ~ — EX(X) - A(X) + 'EJ(X) - Ax°(X) (11.136)

AQ(X) ~ 'GAX) - AY°(X) (11.137)

Llevando al limite del cociente incremental a (I1.136) y asumiendo aproximadamente
constante a los pardmetros de estado dentro del elemento se tiene:

oM tes de® ot dy°
~— EX.-— EJ - L 11.138
OX dx + B dx vx c[OL] ( )
QX) ~ 'GA. ¥° (X) vx € [0,L] (11.139)
Reemplazando en la nueva ecuacion diferencial del equilibrio de la seccién de (I1.135), se
obtiene:
0 0 -
_'EX -di+ ‘EJ Ldx - 'GA. ~°(x) =0 (11.140)

dx dx
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En este punto es conveniente efectuar la hipdtesis de linealidad geométrica al término
asociado a las deformaciones longitudinales; la deformacion del eje de referencia puede
aproximarse aproximadamente como:

du,
dx

Por otra parte, en una formulacién de funciones de forma de clase C1, los desplazamientos
transversales se interpolan mediante polinomios de grado 3, segtn se vio en 11.4.3:

go(X) =~ (11.141)

W(X) &~ by +by - X +Dby - x2 + by - x3 (11.142)

La utilizacion de nodos interiores jerdrquicos para la formulacion membranal de las
deformaciones se logra en este modelo a partir de un polinomio interpolador de 2° grado de
los desplazamientos longitudinales:

Uy(X) ~ ag +ay - X +a, - X2 (11.143)

Aplicando las condiciones dadas por (I.141) a (IL.143) en la ecuacidon diferencial de
equilibrio, se obtiene:

de®  d2u,

rralairw e 2-a (11.144)

dXO B d3W0 d27° _ d2,_yo

x - ad T = 6-bg + rve: (11.145)
2.0 _

_'EX ‘2-ay + 'BJ -[G-bg +ddx72 ]+ 'GA. PX)=0 (11.146)

Reagrupando los términos segun el orden de derivacion se obtiene:

2.0
—2.'"EX-ay + EJ -6-by + EJ -dd);

+'GA- 2 (x) = 0 (11.147)

Esta ecuacion puede rescribirse de manera mas general como:

2.0

Co+Cy-2°(X)+C, 'ddxvz =0 (11.148)

Siendo sus coeficientes constantes dependientes del estado del material en el instante de
cargas dado:

Co=-2-EX-a,+ EJ-6-b (11.149)
C,— GA (11.150)

c,="EJ (11.151)
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Una solucion particular de la ecuacion diferencial de equilibrio (II1.148) se verifica para una
deformacion por corte constante en todo el dominio, lo cual permite obtener la siguiente
conclusion: Si se utiliza una interpolacion lineal en la curvatura y en las deformaciones
membranales, la interpolacion de las deformaciones por corte debera efectuarse con un
polinomio de grado 0. Por lo tanto, las deformaciones por corte deberan ser constantes
dentro del elemento para no violar la ecuacion diferencial de equilibrio, e iguales a una
constante no arbitraria que verifique:

¥(X) = o (11.152)
Co 2-'EX-a,—6-'EJ-b
‘9o = —C—O = e 3 (11.153)
1 GA

En el caso de un material homogéneo, elastico y lineal con el eje de referencia coincidente con
el eje baricéntrico de la seccidn, la expresion anterior se reduce a'’:

E-J-(6-bs)
= 11.154
9o G A (11.154)
I1.5.3. La consideracion rigurosa de la no-linealidad del material en la ecuacion de
equilibrio
En la formulacion de la ecuacion diferencial (I1.140) se utilizo entre otras la hipdtesis de que
los pardmetros de estado se mantenian constantes dentro del elemento, es decir:

'EIx) ~ 'EJ (11.155)
t — t—
EX(X) ~ EX (11.156)
t — t —
GAX) ~ GA (11.157)

La expresion anterior se cumplira de manera estricta en todo el elemento si se verifica la
hipotesis aproximada de que los parametros de estado de la seccion son constantes dentro
del elemento. En general, esto sélo ocurre en el caso de linealidad del material.

Claramente, los parametros de estado de la seccion tendran valores que diferiran seccién a
seccion. La consideracidn rigurosa de la no-linealidad del material en la ecuacién diferencial
del equilibrio implica conocer la variacion funcional de estos parametros dentro del
elemento. En un planteo por elementos finitos, las funciones de forma interpolan los
desplazamientos y giros a partir de los valores nodales del elemento, por lo cual en principio,
es necesario conocer los parametros de estado solamente en los nodos. La ecuacion

10 Esta ultima expresion es idéntica (a excepcion del signo) a la obtenida por Narayanaswami R. y Adelman, M
[20] en donde se plantea por primera vez el problema de interpolaciéon de las deformaciones por corte en
formulaciones del tipo C1.
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diferencial ahora no seria valida para cualquier seccion sino inicamente para cada punto de
interpolacion, en donde se cumpliria

(0]

0 —
_tExk.[di] +tEJxk [di] +tGAk-'y|c(’
dx e X

Il
o

™ (11.158)

donde (X¢x) son los puntos de integracion (puntos de Gauss) sobre los cuales se

determinaron los pardmetros de estado de la seccidn, inicos puntos donde se verificara el
cumplimiento de la ecuacion diferencial de equilibrio'.

Resolviendo nuevamente la ecuacion diferencial, se obtiene una constante que ahora sdlo
seria valida en cada punto de interpolacion:

Z'IE)?k'az—G'téjk 'b3
'GA

Jok ~ (11.159)

La interpolacion lineal de la curvatura y las deformaciones membranales estan acopladas
entre si a través de la constante Jy independientemente de las deformaciones por corte. En el

caso de no considerar sus efectos, para que las funciones de interpolacion verifiquen la
ecuacion diferencial las constantes de interpolacion deberian cumplir la siguiente relacion:

3. 'EJy -by ~ EXk -ay (11.160)

La condicién de cumplimiento de la ecuacién diferencial sobre las funciones de forma
implico la dependencia con la no-linealidad del material. Si las deformaciones por corte no
son de consideracion, no tiene ningtin interés practico definir funciones de forma acopladas,
siendo aproximacion suficiente la utilizada por el planteo clésico.

Por lo tanto no es posible considerar la no-linealidad del material en este planteo de modo
riguroso sino a través de las hipotesis simplificativas efectuadas.

I1.5.4. Interpolacion hermitica de las deformaciones por corte

Las constantes obtenidas en el pardgrafo anterior, imponen una relacion entre las
constantes'? de interpolacion de los desplazamientos transversales y longitudinales, que
deberd cumplirse para satisfacer el equilibrio de cada secciéon del elemento. El polinomio
interpolador de deformaciones por corte queda definido entonces como:

'EX()- (2-3,) — EJ(x)- (6-by)
'GA(X)

YO (Xy) ~ (11.161)

1 En el capitulo anterior, las funciones de interpolacion se obtuvieron independientemente de la ecuacion
diferencial de equilibrio, a partir de hipoétesis cinematicas sencillas. Esto sin embargo, no significa que cumplan
con la ecuaciéon diferencial de equilibrio. Las funciones de forma violan la ecuacién de equilibrio dentro del
elemento y esta es una caracteristica del método de los elementos finitos.

12’En la consideracion de la no-linealidad del material, la palabra “constante” no es correcta en rigor de verdad ya
que los valores de 'y(Xk) son diferentes en cada punto de Gauss.
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Se observa que intervienen en la constante (g, el término cuadratico de los desplazamientos
longitudinales @,, y el término ctibico de los desplazamientos transversales b . Esto significa

que las funciones de forma, antes independientes entre si, estdn acopladas mediante esta
condicién y deberan ser determinadas en conjunto, es decir, como la soluciéon de un tnico
sistema lineal de ecuaciones. En este caso, la cinematica de las deformaciones por corte
impone condiciones de borde diferentes a los giros del elemento:

6(0) = w'(0) +1°(0) = 6,
~ (11.162)
L) = w'(L) + 1°(0) = b,

En el caso de los desplazamientos longitudinales y transversales, la condicion impuesta por
las deformaciones por corte no tiene influencia sobre las condiciones de borde.

u) =10, =0 ulL)=10, =0 (11.163)
u(L/Z) = AUl;
Evaluando los polinomios interpoladores en las condiciones de borde, se obtiene un sistema
lineal de ecuaciones, donde las incdgnitas son los coeficientes de los polinomio

interpoladores. Resolviendo el sistema lineal, se obtienen los coeficientes de las funciones de
interpolacién (I1.97) y (11.98):

an =0 a _4'AU3 a, — 4'AU3
0~ 7L 2= 12 (11.164)
b = Wy
t— t t o~
b]lf:_8 EthLAU3+ GAkL391—6 EJk(ZWl—ZWZ—tL91+tL02> (“165)

12-"EJk L + 'GAC - L3

bk _t@k tL(3W1_3W2+2tL91+tL92)+6(4tg)?k 'AU3+tEjk'(_01+92)) (” 166)

t— [P 3
12- EJk-L + GA«-L

16 'EXk - Aug + GA- L+ (2-wy — 2w, + 'L+ (6 + 6,)) (11.167)
12-'EJ -2 + ‘GA( - 'L

Reemplazando las constantes determinadas en (I.161), obtenemos la expresion de la
deformacién debida al corte:

8- 'EXi-'L-Aug +6- EXk-(2- (W —Wy) + 'L+ (6 + 05))
12 "EXi - 'L + 'GA - L3

Y (X) = — (11.168)
La deformacion por corte, al igual que todas las demds magnitudes cinematicas, puede
expresarse a partir de un conjunto de funciones de forma asociadas a cada nodo de
interpolacion.
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(k) ~ hI (%) - W + h, sy, (Xk) - Aug (11.169)

Reordenando y separando los términos de (I1.168) se obtiene:

~12.'EJx
12.'EJ L + GA( - L3
+12-t|§jk
12 'EJi-L+ GA-L3|
—6-t§jk
12 'EJx + GA - L2
_6.t§jk
12.'EJy + GA - L2

h, (%) = (11.170)

-8 '"EX«

— t —
12 'EJx + GA -L2
En adelante, al igual que la interpolacién del desplazamiento longitudinal, todas las
funciones de forma que utilicen al nodo interno AUz deberan escribirse en la forma de

(11.171)

h, A, Xk) =

(I.169), ya que ademads de la condensacion estatica que se debe efectuar sobre este nodo,
presenta ciertas ventajas computacionales (ver V.2.4).
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I1.6. LAS FUNCIONES DE FORMA AMPLIADAS

I.6.1. Interpolacion modificada por corte de los desplazamientos

Conocidas las constantes de interpolacion para cada punto de integracion, se pueden
determinar las nuevas funciones de forma del elemento. Las funciones antes expresadas en la
variable X ahora se expresaran en la variable Xy, siendo éstos los tinicos puntos en donde

son validos los coeficientes de interpolacion.

Respecto a la interpolacion de los desplazamientos longitudinales, los coeficientes de
interpolacion @y son exactamente iguales a aquellos obtenidos en II.4.4 sin considerar las

deformaciones por corte. Debido a ello, las funciones de forma que interpolan los
desplazamientos longitudinales no se ven afectadas, como era de suponer, en la
consideracion de las deformaciones por corte, ya que no intervino este desplazamiento en la
consideracion del equilibrio.

u(x) &~ hi (x)- 0 + hj oy, (X) - Aug (11.172)

En cambio, los coeficientes bj que definen al polinomio cubico interpolador de los

desplazamientos transversales seran diferentes a los obtenidos en 11.4.3 debido a la inclusion
del esfuerzo de corte en la ecuacion de equilibrio.

Por otra parte, y esta es la diferencia mas importante, la interpolaciéon de desplazamientos
transversales estd asociada al coeficiente a, Esto significa que el nodo jerdrquico de

desplazamientos longitudinales Aujz formara parte de la interpolacién de wW°(X) segun:

WO(X) ~ hy,(X) - W + hy Ay, (X) - Aug (11.173)

Es decir, que para considerar las deformaciones por corte de manera consistente con la
interpolacion hermitica, se debe utilizar informacién del nodo jerarquico del elemento, antes
propiedad exclusiva de los desplazamientos longitudinales. Igualando las expresiones
(IL.101) y (IL98):

m
iy (%) - W + hy au, () - Aug = > by -x® (11.174)
i=1
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Reemplazando los coeficientes en las funciones de forma, se obtiene:

(thxk)-(12~t|§jk + GAC- (12 + 1L X fz.xkz))

. xk~(12-tﬁjk +tc§Ak-(3-t|_—2-xk)-xk)

hw(xk): —_ —— : — —
12-'Edi- "L+ GACL | (L =% ) x (6 BT + GAC L (L —x, )
—(tL—Xk>'Xk'(6'téjk+tél\b\k'tL'Xk>
(11.175)
t —
—8- EXk X - (L2 =3 -t -x¢ +2-%x2

by A, Xk) = ( ) (11.176)

(12~téjk'tL2+té—/\Ak'tL4)

I1.6.2. Interpolacion de las deformaciones

Utilizando el mismo razonamiento empleado en I1.4.5, se obtienen por derivacion las
magnitudes cinematicas del elemento de viga, ahora modificadas por la consideracion del
esfuerzo de corte en las deformaciones.

El pardmetro ¢° interpola la derivada de los desplazamientos transversales y es equivalente

al giro de la seccién sin considerar deformaciones por corte en una secciéon X Este pardmetro
sera de utilidad en la formulacion de la matriz tangente del problema.

¢°(X) = hl,(X) - W + hy Ay, (X) - Aug (11.177)
_d(hy(x)) _

hs(0) = =5 = bu(x) (11.178)

hy.au, (X) = By.au, (X) (11.179)

¢°(X) ~ by, (X) - W + by Ay, (X) - Aug (11.180)

Las funciones de forma que interpolan el giro de la seccion se obtienen ahora segun (I1.80):

0°(x) ~ hj (X) - W + hg a, (X) - Aug (11.181)
hyo(x) = h,(x) + h,(x) = b, () + h,(x) (11.182)
g.au, (X) = Ny au, (X) + 0y Ay, (X) = by Ay, (X) + Dy au, () (11.183)
0°(x) ~ (by,(x) + hI (X)) W + (by au, (X) + D au, (X)) - Aug (11.184)

La curvatura de la seccion la obtenemos nuevamente mediante derivacién de las funciones
de forma que interpolan los giros:

X°(X) = hT(X) - W + h Ay, (X) - Aug (11.185)
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L d(hy) _d(bu()+h, )
h, (x) =~ I ~ i ~ by(x) (11.186)
d (hp Ay, d (bw.au, +hyau,
hy.au, (X) ~ (deXA ) ~ (B - 80 ) ~ by au, (X) (11.187)
X°(X) ~ b (X) - W + by oy, (X) - AUz (11.188)

La deformacion longitudinal del eje de referencia se obtiene a partir de la relacion (I1.78):

e(x) ~ hT (x)- 0+ h_ay, (X)- Aug + %(b}v(x) W 4 by Ay, (X) - Aug )2 (11.189)

h.(x) ~ (w ~ b,(x) (11.190)

(hu.Au3 (X))

d
hs.Au3 x) ~ dx ~ bu.Au3 x) (11.191)

e°(x) ~ bl (x)- 0 + by Ay, (X) - Auz + %(b\,Tv(x) + W + by au, (X) - Aug )2 (11.192)

I1.6.3. La matriz de interpolacion de los desplazamientos y giros:

La caracteristica fundamental del método de los elementos finitos radica poder expresar el
campo de desplazamientos del elemento a partir de una interpolaciéon segun una forma
lineal conocida:

tu~ tu(x) ~ H' (x)- tU (11.193)

Donde H(X) es la matriz de interpolacion de desplazamientos, formada por las funciones de
forma obtenidas en los paragrafos anteriores, y es U(X)el campo de desplazamientos del

elemento.

u(x)" :{uO(x) WO (X) e°(x)} (11.194)

hi(x) 0 hyay )
Hr~HX)~| 0 hg(x) hyauKX) (11.195)

0 hj(x) hyay, ()

I1.6.4. La interpolacion del estado de deformacion

Las expresiones obtenidas anteriormente, permiten aproximar el estado de deformacion de
cualquier seccion arbitraria X, a parir de los desplazamientos y giros en los nodos del
elemento. Si se hubiese utilizado una mediada de deformacién lineal, el vector de estado de
deformacion seria independiente de la geometria del elemento con la forma lineal conocida:
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te® ~ fe%(x) ~ BL - tU (11.196)
donde la matriz B" es la matriz derivada de las funciones de forma.

La consideracién de los términos de orden superior en la medida de deformaciéon de Green-
Lagrange trajo como consecuencia la dependencia entre el estado de deformaciéon con la
geometria del elemento (interpolada a partir de las incdgnitas nodales) en una forma no-
lineal :

tgo zBL-tLAJJr%-(BNL-tO)Z (11.197)

La parte lineal de 'B tiene todos los términos del elemento de viga conocidos de la literatura
clasica del analisis lineal de estructuras, pero incluyendo los términos adicionales de las
deformaciones por corte:

bi() 0 byay,()
B- ~B"X)~| 0 hi(x) h au,X) (11.198)
0 hl() hyauX)

La parte no-lineal de 'B estara compuesta por los términos que interpolan al parametro
¢°(x), el cual dependia de los desplazamientos nodales W y Aus.

0 by(x) byau, ()

BN BN )~ [0 0 0 (11.199)
0 0 0
La matriz 'BN" se puede formular a partir del pardmetro ¢°(X) segtin una forma lineal:

¢ ~ B -tU (11.200)

Seguin esta forma lineal, el vector de estado de deformacidn de la seccién queda interpolado
segun:

‘e’ ~ (B-(X)- tO) +%- ¢°(x)- (BN-(x) - tO) (11.201)

Siguiendo los mismos procedimientos utilizados en el problema elemental de 1.2, en la
seccion I1.6.5 se vera una forma de linealizar esta expresion respecto del campo de
desplazamientos incognita.

Si no se consideran las deformaciones por corte, la matriz de interpolacion de deformaciones
estard definida en cualquier punto del elemento. En cambio si se tienen en cuenta las
deformaciones por corte a partir de las funciones de forma modificadas, la matriz de
interpolacién no estara definida en todo el intervalo sino iinicamente en aquellas secciones
Xk donde éstas se evalian numéricamente (ver nota al pié 12). La consideracién de las

deformaciones por corte en una interpolaciéon hermitica incorpora la no-linealidad del
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material en las funciones de forma a partir de los pardmetros de estado; este hecho
naturalmente deriva en un mayor costo computacional del método.

hT (&) = hl (x(8)) = {

XO=5 (1+6)

=) (%)

(1-6)-(24- 'Ede + CA- 12+ (67 + & ~2))

[ T — 2
48 EJk —4- GAk - L

(1460 (24 BT + GAC- L - (6 —2)- (4 + 1)

hy (&) =
L-(& —

48 'EJc — 4. GA -2
1) (& +1)~(12-tI§jk 4 'GA-L2- (& _1))

—96- 'EJk + 8- GA - L2

L-(& —1)-(& +1).(—12.t|§k +GA-L2- (& +1))

5(X):2TX_1 Tde T

b7 (&) = BT () = {[ -

by (&) = bw (x(&)) =

—96- 'EJy + 8- GA - L?

—24."EJ —3- 'GA L2 (82 — 1)
24 'EJk —2- 'GA - L2
24 "EJk +3- GAc-L2-(§2 1)
24 - 'EJi 72_‘63«,'_2
246 "Bk +3 GA L2 (142§ —3-&2)

h‘y’(&k) = h"/’ (X(é-k

by (&) = by(x(&)) =

48 "EJy — 4. 'GA -2
2.6 - 'EJk — GACL2-(14 &) (3-6 —1)
48-"EJy —4- 'GA -2

12 "EJi

12 'EJk L + GA( - L3
~12. 'Edi

B =12 ‘EJi L 'GA - L3
6. 'EJx

~12-'EJ¢ + GAC - L2
6-t|§jk

~12-'EJy + GA - L2

6- 'GA - &
~12- 'EJk + 'GAc - L2
fﬁ-tG/E\k'fk
~12- 'EJk + 'GAc - L2
3-'GACL &
~12- 'EJx + 'GAc - L2
3. 'GAK-L-&
~12-'EJ¢ + GA - L2

e

+

e

h, au, (&) = hyau, X(&)) =

By Auy (4 = g au, X(&)) =

gr_d_2

T dx L

) (%)} .20, (€) = Py, (X(9)) = (1 €2)

8~t§k
~12-"EJk + 'GAc - L2

h, au, (&) =

4. 'EXi - (1-3-42)
By au; (6) = By au, X(6)) = P T
12 EJk — GAk - L

8-t|§)?k
12 'EJ + 'GA - 2

48~l€)zk'§k
12 'EJ L+ GAC- L3

Fig.15. Funciones de Forma modificadas por corte en el intervalo [—1 1]
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I1.6.5. La linealizacion del estado de deformacion de la seccion

El vector ‘e (tG) definido en (I1.197) permite obtener el estado de deformacién de una
seccion arbitraria del elemento en la forma no-lineal de 2° orden. Interesa conocer ahora la
derivada del vector del estado de deformacién respecto del campo de desplazamientos
nodales. Una variacion del estado de deformacién puede formularse aplicando el operador
variacional sobre la expresion (I11.197):

0e°

t
stef ~ [aO]ﬁUz[tDk -6U (11.202)

40

donde 'Dy es la matriz derivada de las deformaciones de una seccién X, del elemento.
Siendo la expresién (I.197) una forma lineal de 2° orden, la matriz ‘D, debera ser una

funcién lineal de U . Es decir entonces que a partir de la formula de Taylor se linealizo el
estado de deformacion de una seccion arbitraria del elemento alrededor el origen, del mismo
modo que en el problema elemental (ver I1.2.3 ). A partir de la linealizacién del estado de
deformacion, la matriz ' Dy queda determinada en cualquier seccién del elemento segtn:

D ~ BL + B ~[t0]T . Bt (11.203)

donde Bi y BR'" son la parte lineal y no-lineal respectivamente de las matrices de funciones
de forma, evaluadas en una seccién Xy . Cada fila de la matriz anterior, correspondera a la
variaciéon del cada elemento del vector deformacion respecto el campo de desplazamientos
del elemento; luego, la derivada del estado de deformacion de la seccion queda determinada
segun:

0 0<°  O&°
20 oW 0AU;
ox° o0x°  ox°
Ity ~

D~156 % A, (11-204)
o o0y o9
20 oW 0Au;

Aplicando el operador variacional sobre los términos del vector de deformaciones se obtiene
cada una de las filas de la matriz derivada de deformaciones:

t 0 t 0 t 0
Oe ~ O¢ N Oe
t 0 ~ . . .
6'e°(X) ~ [86] ol + [8v‘v) OW + [6Au3] 0AU; (11.205)
. t 8X0 t 8X0 t aXO
0 ~ . i1 Yy
O’ (X) ~ [ 9% ] ol + [&Tv] OW + [3Au3] JANIES (11.206)

t 0 t 0 t 0
5§10 (x) ~ [87 ]-6G+ [87 ]-6v‘v+ [87 ]-6Au3 (11.207)
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Las derivadas de la deformaciéon longitudinal respecto de los desplazamientos nodales
quedan determinadas segtin

{850 0e®  O€°

oud  ow 8Au3} ~ {bI ¢° - b by.Au, + ¢° 'b\N.Aus} (11.208)

La derivada del parametro ¢°(X)es el equivalente a la curvatura de flexién sin considerar

deformaciones por corte:

{3¢° d¢°  0¢°
90 oW 0Au,

}z{O by, QN_AUS} (11.209)

Las derivadas de la curvatura de corte respecto de los desplazamientos nodales queda
determinada segun:

0P 0 9
{aa 5% 8Au3}%{0 h, hwus} (11.210)

Las derivadas de la curvatura de flexion respecto de los desplazamientos nodales quedan
determinadas segun:

8 0 a 0 a 0
{axa 6§“v aAX%} ~{0 h] heag !} (11.211)

Agrupando los términos correspondientes, la parte no-lineal la matriz derivada del estado de
deformacién podré expresarse a partir del parametro ¢°(X) mediante:

'D="'D('U)~ B+ BN (11.212)

Esta forma de expresar la matriz 'D ( t 0) sera particularmente util desde el punto de vista

computacional para el cdlculo de las deformaciones del elemento.

-
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IT1.1. INTRODUCCION DE LA NO-LINEALIDAD DEL MATERIAL

II1.1.1. Las hipétesis basicas para las secciones del elemento

Para modelar numéricamente el comportamiento de secciones con materiales de
comportamiento no-lineal, se considera como hipoétesis que las mismas se podran discretizar
mediante un namero finito de fibras con caracteristicas geométricas y mecanicas
equivalentes al material de la seccion diferencial analizada. Cada fibra de la seccién tendra
asociada una ecuacion constitutiva o modelo de material diferente segin corresponda.

El alcance de este modelo se limita a secciones de hormigén armado confinadas por estribos;
por lo tanto los materiales para los cuales se propone un modelo numérico constitutivo
estaran limitados para fibras hormigdén confinado y barras de acero estructural.

=N

. F A

+
h! %

—+- Tz'
+

h hd .
+ .
+ Al z!
+

L A2 + | |
b El G Ed,G{

Fig.16. Discretizacion de una seccidon de hormigén armado mediante fibras. a) Nucleo de la seccion
confinada por estribos; b) Fibras correspondientes al hormigdén confinado; c) fibras
correspondientes al acero

Las propiedades geométricas de la discretizacion, es decir, el numero de fibras, el 4rea y la
posicion geométrica de cada fibra dentro de la seccion se determinaran segtin algiin esquema
de cuadraturas numéricas que mas adelante se definira (ver V.1).

Las ecuaciones constitutivas del hormigéon confinado y las barras de acero se desarrollan
para fibras sometidas exclusivamente a estados uniaxiales de tension. El efecto triaxial del
confinamiento en las secciones de hormigén armado armadas con estribos se considera
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unicamente a partir de un sencillo modelo fenomenologico. El fenomeno del dafio del
hormigoén sometido a ciclos de carga y descarga también se considera de manera indirecta a
partir de un modelo fenomenoldgico.

El modelo numérico para las secciones de hormigén armado propuesto, considera
adherencia perfecta entre las fibras. No se consideran los fendmenos de deslizamiento
(sliding) entre fibras o arrancamiento de barras (pullout) Tampoco se considera la falla por
inestabilidad al equilibrio (pandeo) local de las mismas. El modelo constitutivo del hormigon
tiene en cuenta el fendmeno de ablandamiento por deformaciones. El modelo constitutivo
del acero es el modelo clasico bilineal con endurecimiento isotrépico y cinematico.

II1.1.2. Las hipétesis basicas para las fibras de la seccion

La primer hipotesis fundamental del material, asume que cualquiera sea la ley constitutiva
de los materiales que componen las fibras de la seccion, existird un intervalo finito de
deformaciones tal, que el estado de tensiones resultante de la fibra podra descomponerse en
la suma del estado inicial mas un incremento no arbitrario de tensiones:

M = oy + Aoy (1.1)

v, =y, 4+ ATy, (111.2)

De manera vectorial, el vector del estado de tensiones queda determinado en una seccion X
y para una fibra ubicada a una distancia y del eje de referencia segun:

T
t+Atg _ {t+AtUX t+AtTyz} (1m.3)

En esta expresion, las tensiones normales se suponen variables en la altura de la seccion

tHAty _ tAt

segun oy (z) y las tensiones tangenciales se asumen constantes en la misma

(ver IV.1).

De modo que la primer hipotesis del material permite expresar al estado de tensiones
resultante como una forma incremental lineal:

t+Atg _ tg 1 Alg (111.4)

La segunda hipotesis del material, asume que los incrementos de tensiones seran lineales con
el incremento de deformaciones, dentro de cierto intervalo finito de deformaciones. Esto es
equivalente a decir que la rigidez de la fibra se mantendrd constante durante el incremento de
deformaciones a partir de cierto mdédulo secante

Aoy, = 'Ei(2) Ag, (111.5)

Ary, = 'G(2)- AY° (111.6)

La relacion entre las tensiones y las deformaciones de la fibra puede establecerse segtin una
matriz secante elastoplastica de la fibra:
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Als, = 'C(z) - Ale, (1.7
t 'E@z) O
C@) = . (111.8)
0 G@©

I11.1.3. El mddulo secante de la fibra

La segunda hipotesis del material asume una relacion lineal entre los incrementos de
tensiones y deformaciones, a través de un mddulo secante de rigidez y de corte. El tinico
modo de poder efectuar un paso lineal entre dos estados supuestamente conocidos es a
partir del moédulo secante entre ambos. Es decir, que la segunda hipdtesis del material
supone la existencia de un mddulo secante entre el estado final y el estado inicial, dado por:

= = AtO' t+At0_ _ to_
t t X X X
Ec(@) = '‘E(X¢,2) = = (111.9)
Ale, Ale,

En un material eldstico y lineal, esta relacién es conocida y el valor del mdédulo secante
coincide con el moédulo de elasticidad del material. En cambio, en un material con plasticidad
y con una relacion no-lineal entre las tensiones y las deformaciones, es necesario determinar
en cada paso el estado de tensiones resultante del incremento de deformaciones, y éste
dependerd, como sabemos, de la historia de cargas de la fibra analizada.

En el presente trabajo se presenta un modelo uniaxial para fibras de hormigén armado en el
cual nada se dice acerca del comportamiento del mddulo de corte del hormigdén. Este
parametro debera formularse a partir de una formulacion triaxial, ya que depende de las
tensiones de confinamiento entre otros parametros y un modelo material de estas
caracteristicas excede el alcance del presente trabajo.

Por lo tanto se aceptara como valida una estimacion del médulo de corte obtenida a partir de
la conocida relacion de la teoria de la elasticidad, la cual si bien es vélida para un material
homogéneo, eldstico y lineal, es lo suficientemente aproximada si se tiene en cuenta la no-
linealidad del material a través del mdédulo secante:

'E (2)

ték(z) ~ té(xk,z) ~ m

(111.10)

De este modo, la matriz 'C,(z) queda determinada como una funcién del médulo secante
de la fibra:

1 0
tC(2) ~ 'Ey(2)- 1 (111.11)
2-(1+ p)
El incremento de tensiones en la fibra de la secciéon puede determinarse también a partir del

incremento en el vector del estado de deformacion de la seccion a partir de la hipdtesis
cinematica de las secciones planas:
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Als (z) = 'C(2) - Z@2) - A'e (111.12)

Donde el incremento de deformacién de la seccién estaba dado por :

A€ :{Asﬁ Axp Am‘z}T (111.13)

II1.1.4. Los algoritmos de retorno

Para poder conocer el moédulo secante en un material no-lineal, es necesario definir un
algoritmo predictor-corrector del estado de tensiones resultante de un incremento de
deformaciones conocido y para una historia de cargas conocida a partir por ejemplo, del
conocimiento de la deformacion pléstica. A este algoritmo se lo denomina Algoritmo de
Retorno y se puede entender como una funcidon de estado tal que recibe un arreglo con de
estado inicial de tensiones y deformaciones de la fibra y un incremento finito de
deformaciones de signo arbitrario y devuelve un arreglo con el estado actualizado de la
misma:

t t

oy, te, teP, Alg tHat,

t+At€

t+At
X 1 ef

X

AR X 1

En la seccion III.3 se presenta una formulacion numérica completa de los algoritmos
predictores-correctores (algoritmos de retorno) para el hormigén armado modelado segin
las hipotesis dadas en I11.1.1 y I11.1.2.

I11.1.5. La formulacion secante. Actualizacion incremental del estado

En virtud de los algoritmos de retorno que se desarrollan en IIL.3, las expresiones (IIL.5) y
(II1.6) se cumpliran exactamente dentro de un intervalo finito de deformaciones y constituyen
una formulacion incremental lineal (Fig.17).

Fig.17. Formulacion secante y formulacién tangente. Los algoritmos de retorno permiten efectuar
incrementos-tangente y luego corregir (retornar) al estado de equilibrio.
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El hecho de poder efectuar un paso incremental lineal, no introduce ninguna aproximacion
numérica en la evaluacion de la resultante de esfuerzos internos: El estado inicial y el estado
final alcanzado son estados de equilibrio en donde se cumple exactamente el balance entre la
resultante de fuerzas interiores y la integral del estado de tensiones de la seccién (Fig.17).

Naturalmente si existird una aproximaciéon numeérica en la derivada de la resultante de
esfuerzos internos ya que ésta, seguin su definicion instantdnea, correspondera a la tangente
al origen del paso. Las derivadas de las resultantes de esfuerzos internos se utilizan en la
definiciéon de la matriz tangente de rigidez del problema. La magnitud del error numérico en
la utilizaciéon de un modulo secante, estara determinada por el tamafio del paso.

II1.1.6. La Formulacion tangente. Actualizacion iterativa de tensiones

Existen otras formulaciones para materiales no-lineales, en las cuales si existe una
aproximacion numeérica en el estado de tensiones final. En estas formulaciones se linealiza la
relacidn entre las tensiones y las deformaciones dentro de un paso de cargas a partir de un
procedimiento de Taylor, para aproximar un estado final de tensiones desconocido. En ese
caso, el modulo de cargas es un mddulo tangente al origen del incremento, pero introducen
una aproximacion numeérica en la determinacion del estado de tensiones final.

La linealizacion puede efectuarse con una tangente al inicio del incremento o al final del
mismo dando lugar a una familia de métodos numéricos conocidos del calculo numérico
(Euler implicito, Euler explicito, Cranck-Nicholson, etc.) ampliamente utilizados en la
resolucion de ecuaciones diferenciales o de diferencias finitas. Estos métodos ya fueron
introducidos de algin modo en la seccion I1.1.4 y son simplemente una aproximacion en
diferencias (o incrementos) del cociente incremental entre las tensiones y las deformaciones.

Si se eligiera el camino de linealizar al material respecto del estado anterior, al igual que se
hizo con el equilibrio, existiria en cada paso un desbalance de fuerzas adicional, debido a las
tensiones “incorrectas” > . La integraciéon de estas tensiones desbalanceadas resulta
naturalmente en fuerzas desbalanceadas, también llamadas fuerzas espurias, y obliga a un
procedimiento iterativo hasta hacer aproximadamente nula a la fuerza desbalanceada, o bien
efectuar dicha correccion a nivel de tensiones cada cierto nimero de pasos.

Lo dicho anteriormente permite concluir que el tamano del paso serd determinante en la
magnitud del error numérico en formulacion del equilibrio, y por lo tanto deberan
establecerse criterios que controlen los incrementos maximos de deformaciones. El control de
tamafo de paso se analiza en detalle en la seccion V.3.
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II1.2. LAS ECUACIONES CONSTITUTIVAS DEL HORMIGON
ARMADO

II1.2.1. Plasticidad. Teoria clasica de la plasticidad

El comportamiento plastico de los solidos se caracteriza por una relacién no unica entre
tensiones y deformaciones. El caracter no-lineal de esta definicion es diferente al caso de
elasticidad no-lineal, en el cual la relacidon entre tensiones y deformaciones si es tinica. Una
caracteristica de definicion de plasticidad podria ser la existencia de deformaciones
remanentes una vez que cesan de actuar sobre el sélido plastico las fuerzas exteriores.

Muchos materiales poseen un comportamiento plastico y tiene una tension limite de fluencia
para la cual las deformaciones estan indeterminadas. Para toda tension por debajo de la
tension limite se supone una relacion elastica lineal (o no-lineal).

Cuando se trabaja con materiales sometidos a programas de carga monotonicos, los
incrementos de deformacién son siempre del mismo signo y ninguna fibra del material se ve
sometida a un cambio de direccion (cambio de signo) en el incremento de deformaciones.

II1.2.2. La relacion tension-deformacion en el acero para carga monotonica

Para describir las relaciones tension-deformacion de las fibras correspondientes a las barras
de armadura, se adopta una formulacién del acero que tiene en cuenta un endurecimiento
lineal por deformaciones.

o

€

te

Fig.18. Relaciones tension-deformacion para carga monoténica en fibras de acero

La curva de comportamiento virgen del material, estd dada por las siguientes expresiones:

os(fe) =E - te (|| < &) (111.14)

os(fe) = oy +Egp (e — &) (|'e| > &) (111.15)

donde E es el moédulo elastico y es E¢, el modulo tangente elastoplastico.
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Si bien el modulo tangente elastoplastico podra definirse luego a partir de otros parametros
del material, por ahora sdlo interesa saber que un valor no nulo de Eg, implica un fenémeno

de endurecimiento, debido al aumento de la tension de fluencia con el aumento de la
deformacion. Si el mdédulo tangente elastoplastico en cambio es nulo, se dice que el material
tiene un comportamiento elastoplastico ideal.

II1.2.3. La relacion tension-deformacion en el hormigon para carga monotonica

Cuando una fibra de hormigén se somete a incrementos de carga monotonicos, la relacion
entre las tensiones y las deformaciones puede establecerse a partir de las deformaciones
totales. Existen conocidas formulaciones que ajustan valores de tensiones y deformaciones
totales basados en ensayos sobre probetas de hormigén sometidas a carga monotoénica. Una
de las féormulas mas utilizadas en la practica es la ecuacion cuadratica siguiente:

2

€ €

o(te) =1 |2 =—— [—] (111.16)
o €o

Esta relacion esta definida hasta una deformaciéon maxima denominada deformacién de

fluencia o deformacion pico, a partir de la cual el material sufre una pérdida subita de

resistencia.

€o

Fig.19. Relaciones entre tensiones y deformaciones instantaneas. Superficie de fluencia para
compresion

En el caso de secciones de hormigén armado confinadas, el material puede alcanzar valores
mayores a la deformacion de fluencia con tensiones menores a la tension maxima. Este
fendmeno se conoce como ablandamiento por deformaciones. La energia de deformacion
involucrada en el ablandamiento por deformaciones serd dependiente del tamafio de la
probeta o elemento debido al fendmeno de localizacion.

El modelo mas utilizado para describir las relaciones entre tensiones y deformaciones en el
hormigén confinado es el modelo de Scott et al[28]en donde se propone un coeficiente de
confinamiento funcién de la densidad de estribos.

Para las deformaciones menores a la deformacion de fluenciae < &;:
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t t 2
)=k .f./.|2. = | _E 11.17
a("e) c ke ke ( )

Para las deformaciones mayores a la deformacion de fluencia, € > &,

o'y =k-&' (1-Zpn (‘e —k-5)) (111.18)

aunque no menor a un plafén del 20% de la resistencia caracteristica confinada.

o(*te) > 02k -’ (111.19)
t /
~ 0 ! Va
fc%y—————————f?i 777777777
/j/EO . !
fc'4y777,,,,7/1 77777 = 3
, 3 . ¢
&y &y &
& &
T T

Fig.20. Influencia del efecto del confinamiento sobre los parametros caracteristicos de resistencia
del hormigén. El médulo secante al punto de tension maxima no varia

La pendiente del tramo de ablandamiento del material, estd dada por el parametro Zp,.

Debido al fenomeno de localizacién, la pendiente del tramo de ablandamiento no es una
propiedad intensiva del material sino que depende entre otras cosas, del tamafio de la
probeta ensayada. Por lo tanto, el parametro Z,, debera corregirse en funcion del tamafio

del elemento.

0.5

Zy = (111.20)
" €50u — Es0n — K+ &
!/
€500 = 00207 1 & - fe (11.22)
.’ +6.896

hy
Esoh — 0.75- g (|||.22)
AR (111.23)

pS:A<'Sh
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fyh : tension de fluencia del acero de los estribos;
hy: ancho del nticleo de hormigén medido hasta el borde exterior de los estribos;

Sh: separacidn entre estribos;

2
- ., .
&) : seccion del estribo;

A, =

A¢ = hy - hy: drea del nticleo de hormigén, medida hasta el borde exterior de los

estribos;

O =2-(hy +hy): perimetro del nucleo de hormigdén, medida hasta el borde

exterior de los estribos.

Las expresiones anteriores representan el comportamiento virgen del material, el cual se
utilizard como referencia en la formulacion de la tensidon de fluencia en las fibras el
hormigdn. Las expresiones anteriores pueden rescribirse a partir de pardmetros equivalentes
a los caracteristicos:

g/ t€ t€ 2
o(te)=1"-12- = — [T] (fe < &) (111.24)
o €
o) =1 (1-Zy (‘e —&)) (te>¢) (111.25)
El tilde sobre las variables indica la correccién por confinamiento:
& =K-g: Deformacion maxima de fluencia confinada.
f~cl =k-f.': Tensién de maxima fluencia [MPa]. Resistencia a la compresion

simple del hormigén confinado.
La tensién maxima de fluencia esta relacionada con el médulo tangente inicial segtin:
o/ === (111.26)

Los parametros del modelo que tienen en cuenta el efecto de confinamiento son los
siguientes:
Ps 1:yh

o’

k=1- (11.27)

Las expresiones anteriores fueron obtenidas segin ensayos en columnas de hormigon
confinado con estribos rectangulares, con velocidades de deformacion bajas del orden de
o
600 -s
minutos o mas. Basados en ensayos de carga con altas velocidades de deformacion, Scott et al
[28] propusieron modificar las expresiones anteriores incrementando un 25 % la tension y

deformacion de fluencia y la pendiente del tramo de caida:

, es decir velocidades de deformacion para las cuales se alcanza la tension pico en 10
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. f

khish — 1 25. 1+'Os—fy*/‘ (111.28)
¥-lc

Zhioh — 0.625 (111.29)

€sou + Es0n — K - &

Las expresiones anteriores fueron obtenidas segin ensayos en columnas con estribos

5-5 <é<15~€0

rectangulares para velocidades de deformacion del orden de: , las cuales

equivalen a alcanzar la tension pico en un lapso de entre 70 a 200 ms.

II1.2.4. Historia de cargas. Deformacion plastica

Para un estado de deformacion admisible dado, la deformacion se podra componer de una

parte elastica y una parte plastica Estas variables forman parte del estado de deformacion de
la fibra.

te = T 4 1P (111.30)

Para poder determinar la historia de cargas de una fibra que ha sido sometida a ciclos de
carga y descarga, es necesario definir variables de estado adicionales. Para ello, se define una

variable interna ‘o funcién de la cantidad de flujo plastico (slip), que registra la maxima
deformacion pldastica a la que fue sometida dicha fibra en su historia de cargas.

II1.2.5. La tension de fluencia y el criterio de fluencia

La hipdtesis general, demostrada experimentalmente, indica que la fluencia del material se
produce cuando las tensiones satisfacen un criterio general de fluencia.

F('o,'a) =0 (111.31)

donde ' es un pardmetro de endurecimiento. Este criterio de fluencia se puede entender en
el espacio unidimensional, como una tension de fluencia f, (*a), con la posicion de la curva

dependiendo del valor instantaneo del pardmetro de estado ‘.
F(o,'a) =|'0| - & () =0 (111.32)

Esta expresion admite diferentes casos:

* Si una fibra del material se encuentra en un estado de tensiones sobre la superficie de
fluencia, se verifica 'F = 0 y los incrementos de deformacién en carga produciran
un incremento de las deformaciones plasticas. Debido a que éste es un proceso
irreversible, deben incrementarse en el mismo grado las variables internas de
endurecimiento.

* Si la fibra se encuentra en un estado de tensiones bajo la superficie de fluencia, el
criterio de fluencia para este caso cumple 'F < 0, lo cual significa que los
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incrementos de deformacion en carga no produciran incrementos de deformaciones
plasticas por estar la fibra en un estado eldstico.

Todos los estados de tensiones que cumplan alguna de las condiciones anteriores, se dice que
son estados admisibles y satisfacen el criterio de fluencia mediante 'F < 0. Por el contrario,
un estado de tensiones que se encuentra fuera de la superficie de fluencia es un estado
inadmisible y no satisface el criterio de fluencia.

I11.2.6. La tension de fluencia del acero

En una fibra de acero sometida a un estado uniaxial de tensiones, la fluencia del material se
manifiesta a partir de que las tensiones alcanzan un valor denominado tension de fluencia
inicial, la cual es una propiedad intensiva del material.

En una formulacion de acero del tipo elastoplastico ideal, la tension de fluencia inicial seria
una constante durante todo el proceso de deformaciones:

 =ov (111.33)

En el modelo bilineal propuesto se utiliza una tension de fluencia variable con el nivel de
deformaciones, por lo cual es conocido en la bibliografia como un modelo de endurecimiento
isotrdpico por deformaciones. En ese caso, la tension de fluencia del acero aumentara con las
deformaciones plasticas acumuladas segun la relacion lineal:

fr(fa) = (oy +KP-ta) (111.34)

donde KP es el mdédulo de endurecimiento plastico para el acero. El moédulo de
endurecimiento es una propiedad intensiva del material y para el modelo bilineal propuesto
para las fibras de acero, este valor se puede aceptar constante a lo largo del proceso de
deformacion plastica.

II1.2.7. La tension de fluencia en el hormigon confinado

En una fibra de hormigdén sometida a un estado uniaxial de tensiones, la fluencia del material
se manifiesta al comienzo de la historia de cargas, lo cual es equivalente a decir que la tension de
fluencia inicial es nula.

oy =0 (111.35)
La tension de fluencia de las fibras del hormigén a compresion podra entonces definirse de
manera explicita mediante la curva del comportamiento virgen del material. La tension de

. ’ . 1. c /
fluencia aumentara desde el origen hasta alcanzar el valor maximo dado por fz' . Este

fendmeno es conocido como endurecimiento por deformaciones el cual, a diferencia del
acero, no se produce a razén constante sino con un modulo dependiente del nivel de
deformacion plastica acumulada .

f (o) = KP(ta) - ta (111.36)
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donde KP(«)es el mddulo plastico con dependencia (no lineal) de la deformacion plastica

acumulada para el hormigén confinado.

En una fibra de hormigén sometida a un estado uniaxial de compresion, luego de alcanzar la
maxima tension en la deformacidn pico se observa una fuerte disminucion de la tension de
fluencia, para un incremento en carga de las deformaciones A este comportamiento se le
denomina ablandamiento por deformaciones. (strain softening) y este fendémeno sélo podra
manifestarse en una fibra de hormigdn perteneciente una secciéon de hormigdén fuertemente
confinada, en la cual puedan existir estados de tensiones triaxiales, que no consideraremos
aqui sino a través de los factores de confinamiento definidos en los modelos
fenomenologicos del material. Para este caso, se propone como tensidon de fluencia a la
siguiente expresion:

(o) = &

—KP(o) - (ta—12)) (111.37)

donde KP es el moédulo plastico y i’ y &) son la tension y deformacion pléstica de

fluencia, respectivamente.

II1.2.8. El criterio de fluencia en el acero. Efecto Bauschinger

Para las fibras de acero, la consideracion del endurecimiento isotrépico en una forma lineal
lleva a la siguiente expresion del criterio de fluencia:

F(ta,ta):|ta|—(ay +KP.-ta)=0 (111.38)

El endurecimiento se denomina isotrdpico en el sentido de que cualquier estado de cargas el
centro de la superficie de fluencia permanece en el origen. La consideracidon del endurecimiento
isotropico, asume que la superficie de fluencia resultante es una expansion uniforme de la superficie
de fluencia inicial.

En los materiales policristalinos como el acero, se observa experimentalmente que si se carga
un espécimen en una direccidon determinada hasta la tension de fluencia y luego se lo recarga
en la direccion contraria, la tension de fluencia obtenida es sustancialmente menor que la
tensiéon de fluencia en la direcciéon original. A este fendmeno se conoce como efecto
Bauschinger. La presencia de este efecto, complica enormemente la modelacion de la
deformacion plastica.

Para poder describir el efecto Bauschinger, se puede utilizar un modelo simplificado
denominado modelo de endurecimiento cinematico. Este modelo sencillo, asume que la
reduccidn de la tension de fluencia en la direccion opuesta a la carga, es igual al incremento de
tensiones por encima de la tension de fluencia en la direccion original.
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g

t t
eP £
Fig.21. Mddulo de endurecimiento cinematico en fibras de acero

Esto equivale a considerar que durante el proceso de carga plastica, la superficie de fluencia se
traslada en el espacio de tensiones y su forma y tamaiio permanecen inalteradas. Esta caracteristica
se puede construir introduciendo una variable interna adicional, que pueda definir la
ubicacion del centro de la superficie de fluencia. Luego, la condicion de fluencia se modifica
a:

F(o,'a,'q) ="' —'q|— oy <0 (111.39)
donde el pardmetro de endurecimiento g, usualmente llamado tensién de retorno ( back
stress ), representa el centro de la superficie de fluencia en el espacio de tensiones.

Si se consideran el efecto de endurecimiento isotropico y cinematico combinados, la

superficie de fluencia tendra la forma general:

F('o,'a,'q) =|'o —'q| - (oy +KP ') =0 (111.40)

II1.2.9. El criterio de fluencia en el hormigon

En las fibras de hormigén pertenecientes a secciones fuertemente confinadas y sometidas a
un incremento de deformaciones de compresidon, la tension de fluencia admite dos
expresiones, segun sea el caso del parametro interno de endurecimiento pertenezca al
intervalo de endurecimiento o ablandamiento respectivamente. Debido a ello, el criterio de
fluencia deberd definirse de manera diferente para cada uno de estos intervalos de
deformacion.

F =|to| - KP(ta)- ta <0 (‘e <1E0) (111.41)

tF:‘ta—fE/

+KP(*a)- (‘e —1&F|) <0 (‘e > |E0]) (1N.42)
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En la formulacion propuesta, se desprecia la resistencia a la traccion en las fibras de
hormigon. La tension de fluencia correspondiente a esta hipdtesis no podra ser otra que la
funcién nula.

Respecto al criterio de Fluencia, se busca una funcién tal que para un incremento de
tensiones que supere la resistencia a la traccion del hormigén, devuelva un valor positivo y
para incrementos de tensiones de traccion menores a la resistencia de traccion, informe un
valor negativo. La forma mas simple de definir esta condicion estd dada por:

tF(tU) B | = <0 (111.43)

I11.2.10. Las reglas de flujo

Sea una fibra del material que ha sido sometida a una determinada historia de cargas y para
la cual se conoce el estado de tensiones y deformaciones en un instante t :

tg — {to Cte tep ta} (111.44)

Supongamos ahora que se le aplica a la fibra un incremento de deformaciones. Segun lo visto
en II1.2.4 el incremento de deformaciones podra descomponerse en una parte eldstica o
reversible y en una parte plastica o irreversible.

Ale = Ate® + AleP (111.45)

El objetivo es poder definir las relaciones existentes entre los incrementos de deformaciones
y los incrementos de tensiones en un espacio unidimensional, para todos los estados
admisibles de tensiones. A estas relaciones se las denomina reglas de flujo (flow rules).

El criterio de fluencia permite analizar dos casos posibles. En primer lugar, los estados de
tensiones menores existentes bajo la superficie de fluencia, es decir 'F < 0, tendrdn un
comportamiento eldstico en carga y descarga. En este estado, los incrementos de tensiones se
pueden definir en términos de deformaciones elasticas o lo que es lo mismo, en término de
deformaciones totales mediante el modulo de elasticidad:

Al =E -Ale = E - Ale® ('F <0) (111.46)

A partir de superar el valor de la tension de fluencia inicial, los nicos estados admisibles

estaran dados por aquellas tensiones que verifiquen el criterio de fluencia segun 'F = 0 y la
trayectoria de tensiones se manifestard sobre la curva de fluencia. En este estado
elastoplastico, los incrementos de tensiones ahora se definen a partir de las deformaciones
plasticas mediante el mdédulo plastico segun:

Al = KP . AteP (111.47)

Para los estados sobre la superficie de fluencia, la deformacion plastica de la fibra es la
maxima de su historia de cargas, y se verifica que:

|t€p| ='a (111.48)
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Si en este estado la fibra sufriera un incremento de deformacién en carga, el estado resultante
tendra una deformacion plastica mayor a cualquiera alcanzada anteriormente:
|'eP + AleP| > ta (111.49)

A esta carga de la fibra se la denomina primera carga y es esencialmente un proceso plastico.
Si la actual deformacion plastica de la fibra es menor que la maxima sufrida en algun estado
previo, la fibra anteriormente tuvo una carga mayor; debido a este hecho, un incremento de
deformacién en carga desde este estado se denominara recarga.

7] < ta (111.50)

Este estado se verifica tanto para las fibras en estado elastico como para los estados sobre la
superficie de fluencia que recibieron una inversién del signo de cargas. (load reversal)

En este caso, los incrementos de deformaciones estardn formados tnicamente por la parte
elastica y el consecuente incremento de tensiones sera entonces un proceso elastico, tanto
para carga, como en descarga.

II1.2.11. Carga, descarga y recarga en fibras de acero

En las fibras de acero, para los estados que se encuentren en estado eldstico, no hay
diferencias entre la carga, la descarga o la recarga en el modelo propuesto, verificindose para
todas la relacion (I11.46) con el modulo de elasticidad del acero

Alo, = E; - Ale = Eg - Ale® (‘F <0) (111.51)

A partir de superar el valor de la tension de fluencia inicial oy , la trayectoria de tensiones se

manifestard sobre la curva de fluencia y los incrementos de tensiones y deformaciones totales
se relacionan linealmente mediante el médulo plastico KP segtn:

Alog = KP . AteP (111.52)

También es posible establecer una relacion incremental (lineal) entre tensiones y
deformaciones en carga elastoplastica, a partir del médulo elastoplastico del acero Egy :

Aloy = Egp - Ale (111.53)

El moédulo tangente elastoplastico esta relacionado con el mddulo elastico, el modulo de
endurecimiento cinematico y el modulo de endurecimiento isotropico segun:

E-KP

® = E L KP (111.54)

Si se adopta la hipdtesis de endurecimiento cinematico, la tensién de referencia 'q se

actualiza segtin el modulo de endurecimiento cinematico H :

Alg =H - AP (111.55)
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En este caso, el mdédulo tangente elastoplastico también tendra en cuenta el endurecimiento
cinematico segun:

E-(H+KP)

= 111.56
®  E4+H4+KP (111.56)

Cuando se produce la descarga, los incrementos de tensiones se relacionan con el moédulo de
elasticidad, es decir que la descarga es eldstica.

En el caso de la recarga, también serd elastica pero debido a que el material pudo haber
sufrido deformaciones plasticas en su historia de cargas, la tension de comparacion ya no
sera la tension de fluencia inicial, sino las tensiones dadas por la superficie de fluencia. Esta
es la caracteristica del fenémeno de endurecimiento por deformaciones:

Si se conoce el moddulo tangente elastoplastico a partir de ensayos, el modulo de
endurecimiento isotropico y cinematico quedaran determinados segun:

p
(H TEK ) _ 1fw (11.57)

donde el pardmetro w relaciona al modulo tangente elastoplastico con el modulo elastico™.

II1.2.12. Carga, descarga y recarga en las fibras de hormigon

Para las fibras de hormigén en estado elastico, se verifica también una relacion lineal, aunque
para le modelo del hormigén que aqui se propone, el modulo de carga y descarga es
dependiente del nivel de deformacion plastica acumulada. La consideracion de un médulo
en esta forma matematica proviene de un modelo simplificado de dafio, el cual se desarrolla
en el paragrafo siguiente.

Alo, = 'E, - Ale ("R <0) (111.58)

En las fibras de hormigdn, no existe un proceso de primera carga eldstico, como en se verifica
en las fibras de acero hasta la tension fluencia, ya que el mismo es plastico desde el comienzo
de la carga, seguin se vio en III.2.7 Para este proceso de carga plastica, la relacion entre los
incrementos de tensiones y deformaciones, estara dada por la expresion siguiente, donde
KP('a) es el médulo plastico del material.

Al = KP(ta) - AteP (111.59)

El médulo plastico del material serd dependiente en una forma no-lineal del nivel de
deformacion plastica. La expresion del modulo plastico del hormigén se desarrolla en el
paragrafo I11.2.14.

13 En algunos aceros estructurales (A60) se pueden admitir valores del médulo elastoplastico en el orden del 3.5%
del médulo elastico (w =~ 0.035)
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II1.2.13. La formulacion de un modelo simplificado de dafio para el hormigon

Los ensayos de carga ciclica en probetas de hormigén ponen de manifiesto un fendmeno en
donde se observa la caida del moédulo de carga y recarga debida al deterioro de la fibra del
material. Este proceso se manifiesta desde comienzo del proceso de deformacion.

En el paragrafo presente, se propone un sencillo modelo fenomenologico que pretende
representar con razonable exactitud el deterioro del material mediante la disminucion del
valor del modulo de descarga y recarga, a partir de las deformaciones plasticas maximas
sufridas por la fibra en su historia de cargas. El modelo esta basado en un estado uniaxial de
tensiones, donde el confinamiento s6lo estd considerado en los valores de tensiones y
deformaciones pico, como se definieron en el modelo de Scott et al [28].

El modelo podra considerarse tinicamente en fibras de hormigén pertenecientes a secciones
fuertemente confinadas, en las cuales es posible la existencia del fendmeno de ablandamiento
por deformaciones (softening). Para considerar este fendmeno de manera sencilla, se propone
un médulo de recarga y descarga dependiente explicitamente de la deformacion plastica de
la fibra de analisis.

tEr _ w(ta) B, (111.60)

Para el factor de dafio 't = 1)(*a) se propone una funcién lineal con la méaxima

deformacion plastica:

W=1¢(a)=1-0-("a—ap) (111.61)

La féormula asi propuesta es independiente del numero de ciclos, el nimero de veces de
cambio de direccion del esfuerzo, la energia de fractura, etc. como deberia ser considerada en
una teoria 6 formulacion integral basada en la mecanica del continuo y la fractomecanica del
hormigoén.

El parametro de dafio © < 1, se podra determinar a partir de la informacion existente en la
bibliografia referente a ensayos de cargas ciclicas en probetas de hormigén confinado. Si en
estos ensayos de carga ciclica se miden los modulos de recarga al comienzo y al final del
proceso, el parametro auxiliar de ensayo se podra estimar mediante:

Q== E(’: EUA* (111.62)
E,-(au —ap)
EU : Valor minimo del modulo, medido en descarga para la maxima deformacion

~

E, : Valor maximo del moédulo, medido en descarga para la deformaciéon umbral

(aproximadamente igual al modulo tangente inicial)

ay :Valor medido en ensayo de la maxima deformaciéon pldstica (maxima deformacion

residual en descarga) en valor absoluto.

ap :Valor medido en ensayo de la deformacién umbral, en valor absoluto, a partir de la cual

se considera el comienzo del proceso de dafio.
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El parametro de dafo puede expresarse asimismo a partir de la relacion entre los médulos
de descarga al comienzo del proceso plastico y al final del mismo

0= # (111.63)
(ay —ap)
Ey
_ = 111.64
(0¥ £ ( )

Los parametros del modelo de dafio propuesto se pueden ver graficamente en la Fig.22:

t
o)

—h
c

* t
ap o 8p

Fig.22. Mddulos de recarga al comienzo y al final del proceso de dafio, segtin el modelo
simplificado propuesto. Las deformaciones plasticas (¢ indican la méaxima deformacion plastica
sufrida por la fibra en la historia de cargas

I11.2.14. E1 médulo plastico del hormigon

La regla de flujo y los criterios de descarga y recarga permitieron establecer una relacién
entre deformaciones plasticas y tensiones. El pardmetro que relaciona estas magnitudes de
estado es el mddulo plastico y a diferencia de su equivalente en las fibras de acero, es una
funcién dependiente del estado de deformaciones.

A partir de las reglas de flujo del hormigodn, se puede efectuar un sencillo cambio de variable
que permite obtener una relacion entre las deformaciones totales y las deformaciones
plasticas:

(o) = —J2-ta |5 (‘e < D)) (111.65)

14+Z,-5)—2ta
212 Znm

e(ta) = S - (ta > P (111.66)

Reemplazando el cambio de variable sobre la tension de fluencia el hormigdn, se obtiene una
expresion en funcion de las deformaciones plasticas acumulada:

f (‘) =B, ('a— 2 Ta-5]) (ta <12P)) (111.67)
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& (1+Zm (& + 'a))
248 -Zm

£ (la) = =°

(‘o >180]) (111.68)

Remplazando estas funciones de fluencia sobre el criterio de fluencia para cualquier estado
perteneciente a la superficie de fluencia, se obtiene:

& ()] - |

+KP('e)- (‘e —1E¥|) =0 (‘e > |E0]) (11.69)

It ()] — KP(*a) - 'a =0 (‘e <€9)) (111.70)

Despejando se obtiene la expresion del modulo pléstico para cada zona de deformaciones.

Kp(ta):Eo-[ %—1] (fa <|&9)) (11.71)
[0
KP(ta) = % (fa > |E0]) (111.72)
0 m

Las expresiones obtenidas para el modulo plastico se obtuvieron suponiendo un mdédulo
elastico de carga y recarga constante durante el proceso de deformacién. En el caso de
considerar el efecto del dafio, se obtiene por el mismo procedimiento las siguientes
expresiones del modulo plastico del hormigén:

KP(a) = —er (5 (1- ")+ fa V&2 (1- W) —2-'a-& -] (ta<|2]) (179

B Zm & (2-(6% + ) W —5)

t —
= @) (Ze 5 42 )

(‘o >180]) (111.74)

Es sencillo verificar que si evaltian las expresiones anteriores con un factor de dafio unitario,
se obtienen las férmulas del mddulo plastico definidas en (II1.71) y (IIL.72)

La deformacion plastica que correspondiente al fin del endurecimiento y el comienzo del
ablandamiento por deformaciones £} se obtiene planteando la igualdad de las funciones de
fluencia en término de deformaciones totales y deformaciones plasticas. Resolviendo la
ecuacion no-lineal se obtiene:

e _ V(L5 (ap —éo>-@>2+2-@<§o +2:0p:5) = (ap —%) 0-1 s

En donde ap y O son valores medidos de ensayos de carga ciclica. Para el caso particular

en que se considere el fendmeno de dafo desde el comienzo del proceso de deformacion
plastica (ap = 0), se obtiene

o 1507 +2.0-5 +5 0" -1

5 56 (111.76)
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IT1.3. UN ALGORITMO DE RETORNO PARA HORMIGON ARMADO

II1.3.1. El algoritmo de retorno'. Definicion del problema

Sea una seccion de hormigén armado discretizada en un numero finito de fibras de
hormigon y acero. La seccion pertenece a un elemento que se encuentra en equilibrio para el
instante t y para el cual se conocen todas las variables internas que definen la historia de
cargas de cada fibra.

En el caso de las fibras de hormigén, la historia de caras queda completamente definida a
partir de las siguientes variables de estado:

{ts}={'" 'a 'y} (1.77)

Para el caso de las fibras de acero, el estado queda definido a partir de la deformacién
plastica, la deformacion plastica acumulada y la tension de retorno.

{ts}:{tsp ta tq} (111.78)

La solucion del problema consiste en determinar el nuevo estado de tensiones y
deformaciones para un incremento finito de deformaciones arbitrario:

{t+ats ] (111.79)

La deformacion del estado final es un dato conocido, debido a que el retorno o correccion, se
efectuara en las tensiones y la deformacion del estado nuevo es:

HHAle — o 4 tAg (111.80)

Para la resolucion del algoritmo, se considerara un estado auxiliar, el cual no correspondera
al estado actual, determinado por una tension eldstica de prueba. Para las fibras de acero, el
estado auxiliar se obtiene a partir del modulo de elasticidad del acero. La consideracion del
endurecimiento cinematico por deformaciones implica la necesidad adicional de utilizar una
tension de referencia de prueba para el estado auxiliar:

LAt B (At tep) (111.81)

t+At§* — At < i (11.82)

En las fibras de hormigon, el modulo elastico de la tension elastica de prueba estara afectado
por el coeficiente de dafio, dependiente de la historia de cargas del material. En el origen, las

14 E] nombre algoritmo de retorno esta asociado a una familia de métodos numéricos empleados en la resolucién de
ecuaciones diferenciales, llamados métodos predictores — correctores. En general, en estos métodos se efectian
pasos de prueba “hacia adelante”, que luego se corrigen o “retorna hacia atras, con lo que el término retorno esta
asociado de algin modo, a la resolucién de una ecuacion implicita. El método de resolucion de ecuaciones en
diferencias de Euler implicito, es equivalente a un sencillo algoritmo de retorno.
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deformaciones plasticas ain no se manifestaron y por ello, el moédulo elastico es coincidente
con el mddulo tangente inicial del hormigon solo en el origen:

ALY =ty B, .(t+At€ — t5p> (111.83)

El estado de prueba cumplira o no el criterio de fluencia segtn el signo dado por la tension
de fluencia para la tension eldstica de prueba. En las fibras de acero, el criterio de fluencia
para el estado auxiliar se obtiene segun:

tHAtE> . ‘t+At€*‘ _ (UY T+ K- ta) (11.84)

En las fibras de hormigon, el criterio de fluencia deberd evaluarse considerando la zona de
endurecimiento en la cual se encuentra el material.

tHAtE™* . ‘t+Ato_*

—KP(ta) - o (‘e < ap) (111.85)

tHAtE™* . ‘t+AtO_*

_‘fcf

+'KP(a)- (‘e —ap) (‘a>a9) (11186

El médulo plastico constante durante el proceso de deformacion es una caracteristica en las
fibras de acero que permite obtener una solucién directa. No ocurre lo mismo con el médulo
plastico para el hormigon, el cual es dependiente del estado de deformaciones.

I11.3.2. Incremento elastico de deformaciones

Un incremento sera eldstico si la tension eldstica de prueba se encuentra dentro de la
superficie de fluencia. Si la fibra se encontrara sometida a un incremento de carga elastico, no
se producian deformaciones plasticas en el material, y el estado auxiliar coincidiria con el
estado final buscado:

HAET <0 (111.87)

Debido a que el incremento fue eldstico, la tension del estado final sera igual a la tension de
prueba supuesta:

tHAt, _ LHAL ¥ (111.88)

Las deformaciones plasticas se mantienen en los valores del paso anterior, debido a que el
mismo fue eldstico sin incremento de deformacién plastica:

tHAtgp — teP (111.89)

LAty = ty (111.90)

En las fibras de acero, segin el modelo de endurecimiento cinematico, la tensién de retorno
se mantiene constante en el paso elastico:

Aty = g (111.91)
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Para las fibras de hormigén, segin el modelo simplificado de dafio propuesto, el médulo de
recarga y descarga se mantiene sin cambios segtin el factor de dafo:

t+At¢ _ tqz) (111.92)

II1.3.3. Incremento elastoplastico de deformaciones

Un incremento de carga sera elastoplastico, si la tension eldstica de prueba se encuentra fuera
de la superficie de fluencia. Este estado de tensiones de pruebas supuesto es inadmisible,
puesto que no cumple con el criterio de fluencia:

HAET 5 0 (111.93)

Para este incremento de deformaciones, se busca determinar el estado resultante tal que para
la tensién del estado buscado se cumpla el criterio de fluencia. Este criterio de fluencia se
establece para un estado final, incognita del problema.

tHAtE F(tJrAtOz) -0 (111.94)

I11.3.4. Condiciones de consistencia

Puesto que el estado final buscado debera existir sobre la superficie de fluencia, la incégnita
del problema es el incremento de deformacion plastica que llevo a la fibra desde el estado t
alt + At.

La clave para resolver el problema matematico reside en plantear como tinica incognita del

problema el incremento de deformaciones plésticas acumuladas ™4

oy a partir de éstas,
obtener todas las demas variables de estado. La deformacion plastica acumulada también se
podra expresar de manera incremental, con un incremento de deformacion plastico positivo

desconocido:

Aty = ta 4+ Ay (111.95)

El pardmetro A7y es conocido en la bibliografia como corrector plistico 6 parimetro de
consistencia 0 multiplicador de Lagrange (Simo [29]). A partir del conocimiento de las
deformaciones plasticas acumuladas del estado final, se obtienen todas las demas variables
de estado en funcion del corrector plastico.

Puesto que la maxima deformacion plastica acumulada, es un nimero mayor o igual a cero,
el problema matematico consiste entonces en encontrar el valor de un corrector plastico de
signo positivo tal que el estado final de tensiones sea un estado admisible. Estas condiciones se
pueden representar matematicamente segun:

AR < 0 (111.96)

Ay >0 (111.97)
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El corrector plastico serd nulo cuando el estado de prueba es elastico y sera distinto de cero
para los estados pertenecientes a la superficie de fluencia. Esto implica una tercer condicion
que se denomina condicion de consistencia del problema matematico:

Ay - TAE =0 (111.98)

Esto puede entenderse también como un problema de multiplicadores de Lagrange, en el
cual el término corrector es el parametro adicional que condiciona las variables del
problema.

II1.3.5. Determinacion del corrector plastico del acero

A partir del conocimiento de las deformaciones plasticas acumuladas del estado final de
(II1.95), se obtienen todas las demas variables de estado en funcion del corrector plastico:

tHAty — ALY AN L E - sign(tHAt) (111.99)
t+Atp _ top Ay-sign(”mf) (111.100)
tHAtg — tg 4+ A~y -H -sign(tT2t¢) (111.101)
t+At§ _ tAt, t+Atq (111.102)

De manera tal que se anule el criterio de fluencia en el estado final:

tHAtE ‘t+At€‘ _ (UY + K- t+Ata) =0 (111.103)

Para simplificar la notacion, es conveniente definir un nuevo pardmetro que registre el signo
de la tensién de referencia tanto del estado auxiliar como del estado final buscado.

@ = sign(¢) (111.104)

El problema matematico consiste entonces en encontrar el valor de un corrector plastico de
signo positivo tal que el estado final de tensiones sea un estado admisible. Estas condiciones
se pueden representar matematicamente segun:

CAE _ |t (g K - TG ) < 0 (111.105)

Una vez planteadas las ecuaciones de condicion y el criterio de fluencia para un incremento
de deformaciones elastoplastico, solamente resta determinar el término corrector para el cual
se cumplan dichas condiciones. Para poder dejar en evidencia la incdgnita del corrector, se
opera sobre la expresion (II1.105) donde reemplazando la expresion de la tension del estado
final corregida de (II1.99) se obtiene:

tHAtg — ALY AN L TRAL, (tq +Ay-H- t+AtQp) (111.106)

La expresion anterior tiene implicita la incognita buscada A~y en el signo de la tension

t+At

relativa de referencia en el estado final @; por lo tanto es necesario determinar primero
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este pardmetro para resolver el problema. Si ahora reemplazamos la expresién de 'q se

obtiene:
tHAte — tHAte® A~ (H 4+ E ). AL, (111.107)

(I3 + A (H 4+ B))- Tt = [HragT] 1oty (11.108)

Siendo que (‘Hmﬁ‘ +Avy-(H+E )) > 0, se cumplira entonces que:

N trat, — that > (111.109)

- ‘t—i—Até-‘ — ‘t+At£*

—Ay-(H +E) (111.110)

Reemplazando en el criterio de fluencia, se obtiene:

t+At¢* t *
—(oy + K o t+At
A7=‘ § ‘ (ov >: F (111.112)
H+E+K H+E+K
De manera que el estado final queda completamente determinado a partir del estado auxiliar
de prueba (*):
CHAt, = TRALGS Ay E . ERAL (111.113)
tHAtp _ top Ay - t+mg0* (111.114)
tHAt, — ty 4 A~ (111.115)
tHAtg = fg 4 Ay H - ALY (111.116)
LrAte — tiAt, _ t+Atg (1n.117)
t+At€* — tHAtx tq (111.118)

II1.3.6. Determinacion del corrector plastico del hormigon

A diferencia del planteo efectuado sobre las fibras de acero, la consideracion de un médulo
de descarga y recarga dependiente de la deformacion plastica, trae aparejado un problema
adicional a resolver, lo cual se resume en una incdgnita adicional del problema matematico.

En efecto, en las fibras de acero la medida del corrector plastico se determinaba mediante la
proyeccion de la superficie de fluencia sobre el incremento de deformaciones pldsticas. Esto era
posible sencillamente porque el mddulo eldstico (modulo de carga y recarga) del estado
inicial coincidia con el modulo del estado final. En cambio en las fibras de hormigén, el
modulo elastico del estado inicial es diferente al final debido al modelo simplificado de dafio
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propuesto. Por ello, la proyeccion de la superficie de fluencia sobre las deformaciones
plasticas NO puede medirse sino sobre el eje de deformaciones plasticas.

Para salvar este escollo de manera practica, se introduce una nueva incégnita denominada
corrector plastico de tensiones, que serd dependiente naturalmente del pardmetro principal.
El corrector pldstico de tensiones es el valor del incremento de la deformacion pldstica proyectado sobre
la superficie de fluencia, al igual que su equivalente para las fibras de acero.

Es decir, el criterio de fluencia se cumplird para un estado de tensiones y deformaciones
corregido por los multiplicadores de Lagrange An y A~ tales que:

LAty — AL Ap . E, -sign(Ac) (111.119)

HALEP — TP L Ay - sign(Ae) (111.120)

Las expresiones anteriores son validas tanto en carga elastoplastica de compresién como en

traccidon, ya que en ambos casos se modifican las deformaciones plasticas. En cambio el

t+At

acumulador de méaxima deformacion plastica a so6lo aumentard ante incrementos de

deformaciones en carga de compresion.

Aty = ta 4+ Ay (‘o-Ae>0) (111.121)

Finalmente, segin el modelo propuesto de dano, el factor de dafio del estado inicial depende
de la maxima deformacién plastica acumulada ‘o segun:

YW =y(a)=1-0-('a—ap) (11.122)

Como consecuencia de esto, el factor de dafo del estado final buscado también debera ser
corregido mediante el corrector de deformaciones plasticas:

t+Atw _ tw —Ay-© (111.123)

A partir del conocimiento de las deformaciones plasticas acumuladas del estado final, se
obtienen todas las demas variables de estado en funcion del corrector plastico:

LAty — BALT _ Ap - E, -sign(Ac) (111.124)
LHALEP — TP L Ay - sign(Ae) (111.125)
t+Atw _ t¢ —Av-© (111.126)

De manera que se cumpla el criterio de fluencia en el estado final:

‘t+AtO"—t+AtK't+AtO!:O (tOé S%) (111.127)

e/
‘H—Ato.‘_‘fc

+ TAK (T — 0 ) =0 (‘o> ag) (111.128)

El desarrollo matematico anterior permitié obtener las expresiones del estado final en
funcion del estado inicial a partir de un sistema de ecuaciones condicionado por dos
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multiplicadores de Lagrange que en este caso, son los términos correctores de deformaciones
y tensiones An y A~v.La obtencién de éstos es el objeto del paragrafo siguiente.

II1.3.7. Los correctores plasticos en carga del hormigon

Planteando las ecuaciones de condicion es posible determinar como se hizo en el caso de las
fibras de acero, los correctores de tensiones y deformaciones para el cual se cumplan las
condiciones anteriores.

Si se cuenta con una formulacién explicita, como lo es la formulacién dada en II1.2.3, es
posible conocer la tension del estado final en términos de deformaciones totales, ya que el
mismo se define en este caso sobre la superficie de fluencia a partir de la funcién instantanea

a(te).

LAty — g(HHAt) (111.129)

Para un incremento de deformaciones en carga monotodnica definido dentro del tramo de
endurecimiento y ablandamiento, las ecuaciones constitutivas para carga monotdnica,
definidas en I11.2.3 permiten obtener respectivamente:

<t+At€)2
Al — B, - | At — S (I*e| < 1&1) (111.130)
" Co
iy = (1-Zy - (e — &) (I'e] > 15&1) @13y

El término &, es una deformaciéon umbral, medida en términos de deformaciones totales, y

permite dividir las formulaciones segin la zona de deformacion (ablandamiento o
endurecimiento) en la que se encuentre la fibra.

Es importante notar que la deformacion umbral &, esta verificada contra la deformacion del

estado anterior ‘e, lo cual implica que NO es posible efectuar incrementos de carga que
“salten” desde la zona de ablandamiento hasta un punto de la zona de endurecimiento, sin
“detenerse” en el punto critico dado por la deformacién umbral &, .

Por lo tanto, para una formulaciéon explicita dada, la tensiéon del estado final es
independiente de historia de cargas de la fibra (1éase deformaciones plasticas) y el término
corrector de tensiones An queda directamente determinado segun (I11.132).

LRAt * _ f (thAL
An:( i tEC( 6))-sgn(Ae) (11.132)

Siguiendo el mismo planteo empleado en las fibras de acero, es posible determinar el
corrector plastico de deformaciones Ay a partir del cumplimiento del criterio de fluencia.
Sin embargo, este camino trae aparejado una serie de dificultades debido a la dependencia
del modulo pléstico del hormigdén con el estado de deformaciones, con lo cual el criterio de
fluencia en realidad estaria dado por:
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‘t—s—AtJ‘ _RAY (tHALPY  tHAL, (ta < ap) (111.133)

‘H—Ato.‘_‘f”cl +t+AtK(t+At€p)_(t+Ata_ao):O (fa > ap) (I11.138)

Siendo las expresiones del modulo plastico, relaciones no-lineales con la deformacion
plastica, la resolucién del problema por este camino es muy complicada desde el punto de
vista algebraico, por lo cual es necesario recurrir a otro camino.

Si se observa en la Fig.24, el corrector plastico de deformaciones puede obtenerse de manera
geométrica a partir del corrector de tensiones, ya obtenido en el paragrafo anterior.

El corrector de tensiones estara dado por la siguiente relacion geométrica:

Ay = An—BA (111.135)

El segmento BA estara dado por la diferencia entre los segmentos OA yOB , y haciendo
uso de la ley de carga y descarga eldstica del material, estos segmentos estaran determinados
por la deformacion elastica con un modulo eldstico final e inicial respectivamente:
t+At o t+At o

ttAtg -t

BA=0A-0B = (111.136)

Sabiendo que el mddulo eldstico final esta dado por el parametro de dafio del estado final:

tHAtE t+At¢_EO — (tw —AV'@>‘ E, (111.137)

Reemplazando el valor conocido del multiplicador de tensiones, se obtiene una sencilla
ecuacion algebraica con la tinica incégnita restante del problema:

o, R ()] 1 1
Ay = An— £ Ao % (111.138)

También es posible plantear una ecuacion equivalente a partir del incremento total de

deformaciones.

1 tO' tJrAtO. J
Ay =ANe +— | —— 111.139
Y 3 E. [tib (W —Ay-0) ( )

Resolviendo la ecuacion anterior, se obtienen dos expresiones para el corrector de
deformaciones, descartando la raiz negativa

t t+At t t+At 2 t
. .
Ay = d 5 d (111.140)

Para el caso particular en que no se tiene consideracién del dafio (© = 0), se puede
demostrar que la solucidn anterior se reduce a la expresién:

Ay = Ap (111.141)
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Este caso particular se verifica geométricamente observando que para un modulo de recarga
y descarga constante (independiente de la deformacién pléstica), el término A~y es la

proyeccion del término A7 sobre el incremento total de deformaciones.

/(t+AtO_*
/'/‘
/'
/
/7 An S
\ A
| tHAt g
\
l
7/ 4
‘o /Ac !
/ T
/ v \
VA |
tep t+At€p t+At€

Fig.23. Determinacion de estado en una fibra de hormigén sometida a un incremento de
deformacion en carga dentro de la zona de endurecimiento por deformaciones.

Fig.24. Determinaciéon geométrica del corrector de tensiones a partir del mdédulo de descarga del
estado final.
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/( t+At _*

t+atp e

Fig.25. Determinacion de estado en una fibra de hormigén sometida a un incremento de
deformacion en carga dentro de la zona de ablandamiento por deformaciones.

II1.3.8. Los correctores plasticos en descarga del hormigon

Las expresiones dadas en las secciones anteriores, permiten determinar la solucién {H'Ats },

para un incremento finito de deformaciones Ae en un ciclo de carga ¢ recarga, es decir
o - Ae > 0. Ahora corresponde analizar el caso de la descarga, la cual es diferente en el caso
analizado para las fibras de acero, en donde el algoritmo analizado era indiferente a las
descargas o recargas.

La descarga puede ser tanto eldstica 6 elastoplastica, segtin sea la magnitud del incremento
finito de deformaciones. La diferencia radica inicamente en que el limite inferior de la
superficie de fluencia estard dada por la curva de resistencia a traccion del hormigén, que
para esta formulacion en particular, se considerd nula:

Y = WA =0 (111.142)

Sea un estado de prueba resultante de una descarga. La tension de prueba, al igual que en
compresion, estard dada por el modulo de descarga del estado anterior:

tHAL > tT/J'Eo .(t+At€_t€p> (111.143)

Corresponde verificar ahora si este estado de prueba cumple o no con el criterio de fluencia
para tensiones de traccion.

tHALE* _ t+HAL * (111.144)

La descarga sera elastica, si la tensién de prueba esta dentro (bajo) de la superficie de
fluencia. En este caso, el criterio de fluencia segun la definicidon anterior, serd negativo:
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LHAtE™ < (111.145)

Por lo tanto, la tension del estado final serd igual a la tension de prueba supuesta:

tHAty — tHAt,” (111.146)

Las deformaciones plasticas se mantienen en los valores del paso anterior, como en
compresion elastica:

tHAtgP — TP (111.147)

Al igual que en el caso de compresion, el incremento de deformaciones en descarga sera
elastoplastico , si la tension elastica de prueba supera el limite inferior de la superficie de
fluencia, es decir, tiene un valor neto de traccion:
*
HAET 5 0 (111.148)
Para este incremento nuevo de deformaciones se busca determinar el estado resultante tal

que para la tension del estado buscado se cumpla el criterio de fluencia:

AR — 0 (111.149)

El criterio de fluencia en traccion se cumplird para un estado de tensiones y deformaciones
corregido por los multiplicadores de Lagrange An y A~ tales que:

LAty — WAL Ap - tE, -sign(Ae) (111.150)

La actualizacion de deformaciones plasticas se determina del mismo modo que en el caso de
compresién, considerando ahora el nuevo signo del incremento, debido a que la fibra
disminuyd su deformacion plastica neta.

LHALEP — TP L Ay - sign(Ae) (111.151)

No obstante, cualquiera sea el tipo de descarga, la méaxima deformacion plastica se
mantendra constante, segin su definicion, ya que el maximo fue determinado en algin
estado de compresion maxima.

trAt, _ t, <t0-.A€ < O) (111.152)

A esta deformacion se la denomina deformacion plastica umbral y se utiliza para indicar la
existencia de una fisura que no produce trabajo de deformacién. En el paragrafo siguiente se
efectiian algunas consideraciones al respecto.

De acuerdo con el modelo simplificado de dafo propuesto, el mdédulo de descarga
mantendrd el valor del paso anterior ya que la deformacién pléstica acumulada se mantiene
constante:

AL, = b)) (111.153)
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Al igual que en carga elastoplastica, el término corrector también puede obtenerse
directamente debido a que la tension de fluencia en traccion es explicita; aplicando la

definicién de o (*72%) se elimina una de las incgnitas del problema:

CHAL X g (tHAL, tLAL_*
An = < tErT( ). sgn(Ae) = Tra (111.154)

Efectuando las mismas consideraciones geométricas del caso anterior, los correctores
plasticos se obtienen segun:

t t+At t t+At 2 t
U U
Ay = ! ! (111.155)

2

Y en el caso de no considerar el efecto del dafio, se obtiene:

Ay = Ap (111.156)

—————— e — — — — — —— —
°F.\. - X

Fig.26. Determinacién de estado en una fibra de hormigén sometida a un incremento de
deformacién en descarga elastoplastica

II1.3.9. La recarga elastoplastica en el hormigon

Una vez que el material haya alcanzado la superficie de fluencia inferior (es decir, que la
fibra haya recibido una traccidon neta), el incremento de deformaciones sélo se traducird en
un incremento de tension si la deformacion total en compresion supera la maxima
deformacion plastica. Esto es equivalente a imaginar a una fisura abierta, que tnicamente
ofrecera resistencia para un incremento de deformacion de compresion tal, que logre cerrar
la fisura cuando la deformacion total supere la maxima deformacion plastica.

Cuando la fibra recibe una descarga tal, que supera la resistencia a la traccion de la misma
(nula en este modelo) la deformacion plastica de ese instante se denomina deformacion
plastica de fisuracion:
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Qg = ta = —teP = —te (111.157)
Si se continta incrementando la deformacién de traccion en la fibra, la fisura continuara
abriéndose sin ofrecer resistencia, es decir que el trabajo de deformacion efectuado por las
tensiones de la fibra sera nulo. Del mismo modo, los incrementos de deformaciones de
compresion menores a la abertura de la fisura, no produciran trabajo de deformacién La
medida de la abertura de fisura en un instantet, se obtiene segtin:

Aggr =P +ae >0 (111.158)

Si la fibra recibe un incremento de deformaciones en compresion mayor a la apertura de
fisura, esta se deformard sin producir trabajo alguno de deformacion hasta alcanzar la
deformacién plastica umbral; para luego continuar deformdndose como una recarga desde
traccién. La condicion necesaria a lograr por el incremento de deformaciones que cierre la
fisura sera entonces:

|Ae| > Agey A Ae <0 (111.159)

Esta hipotesis simplificada es realista en el hormigédn armado debido a la existencia de las
barras de armadura, las cuales transfieren el esfuerzo de traccion necesario para el equilibrio,
mientras la fisura del hormigon se propaga sin producir trabajo de deformacion.

Si no existieran barras de armadura, esta hipotesis careceria de validez debido a la
propagacion de una fisura a lo largo de la seccidn, sin incremento de cargas. Las hipotesis
aqui efectuadas son hipodtesis simplificadas que intentan considerar a nivel elemental, el
comportamiento de una seccion de hormigon armado fisurada.

El andlisis necesario para determinar la propagacion realista de una fisura traccionada es
toda una disciplina tratada en detalle por la fractomecanica del hormigén y su abordaje
excede el alcance del presente trabajo.

Debe remarcarse el hecho de que la definicion del algoritmo de retorno para traccion es
indiferente de la tension de fluencia empleada para este tipo de esfuerzo. Si se adoptara una
formulacién material que considerara la respuesta de la fibra para traccidn, el inico término
a redefinir seria el término corrector de tensiones An ya que tanto para carga elastoplastica
como para descarga elastoplastica, el término corrector de deformaciones se definio en
funcion de aquel.
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IV.1. LA RESULTANTE DE ESFUERZOS INTERNOS DE LA SECCION

IV.1.1. La resultante instantanea de esfuerzos internos

Sea una seccion localizada en la coordenada Xy de un elemento, para la cual suponemos

conocido el estado de tensiones en un instante t .

La resultante del volumen de tensiones de la secciéon se puede obtener mediante la
integracion de las tensiones normales y tangenciales de cada fibra a lo largo de la altura'® de
la seccion segun las expresiones conocidas de la resistencia de los materiales:

IN(X) = N, = ftgx -dA (IV.1)
A

El signo de la integral del momento flexor es consistente con el sistema de ejes locales de la
seccion (z positivo hacia abajo) y los ejes globales del elemento (x positivo hacia la derecha).
De este modo, la curvatura convexa es positiva.

M) = My = —ftax .z -dA (IV.2)
A

Debido a que en las hipotesis cinematicas relativas a las deformaciones por corte en 11.3.3 se
asumid una distribucion constante de tensiones de corte (para un material elastico lineal) la
resultante de esfuerzos de corte debe corregirse con un factor de correccién o .

Q) = QA = a, - [ ' -0A (IV.3)
A

Agrupando estas expresiones en un vector, estas integrales pueden definirse como:

Qe = 'Qx) = fb-zT ts.dz (IV.4)
h

15 En la mayoria de los problemas de ingenieria civil, a pesar de la no-linealidad geométrica se puede asumir sin
mayor error que las dimensiones de la seccion transversal permanecen invariantes en la historia de cargas siendo

ha~bytha~h
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El vector 'Q(Xy) es una vector de estado ya que permite definir completamente la resultante

de esfuerzos internos de la seccion a partir del estado de tensiones de la fibra 's(x¢,2); la

matriz de transformaciéon Z(z) ya fue presentada en la seccion 11.3.4 .

Supongamos ahora que en otro instante dado t 4+ At, se produce un cambio en el estado de
deformacion de la seccion. Cualquiera sea el material constitutivo de la fibra, un cambio en el
estado de deformacion se traduce en un cambio en el estado tensiones de la misma y en
consecuencia, en una nueva resultante de esfuerzos internos:

tratg, — fb_ZT tHAtg 47 (IV.5)
h

t+At

El estado de tensiones resultante S podra definirse ahora dentro de cierto intervalo finito

de deformaciones como:

t+Atg — tg 4 Alg (Iv.6)

Por lo tanto, la resultante de esfuerzos internos podra expresarse del mismo modo dentro de
dicho intervalo como:

TRALQ = 'Q + A'Qy (IVv.7)

En virtud de la 1° hipotesis del material, las expresiones anteriores se cumplirdn exactamente
dentro de cierto intervalo finito de deformaciones. En la seccion V.3 se definen las
condiciones que deberan cumplir los incrementos finitos de deformaciones para no violar la
1° hipodtesis del material, es decir se define el intervalo finito de deformaciones para el cual
son validas las expresiones incrementales dadas.

%

dA |
I % dz

|

|

Fig.27. Convencidn de signos de la seccion. El eje de referencia puede coincidir o no, con el eje
baricéntrico de la seccion.



LA RESULTANTE DE ESFUERZOS INTERNOS DE LA SECCION

117

IV.1.2. La resultante incremental de esfuerzos internos

Dada la naturaleza lineal de las expresiones incrementales anteriores, es posible definir
exactamente una relacion funcional entre el incremento del estado de tensiones de la fibra y la
resultante de esfuerzos internos de la seccion, siempre dentro de cierto intervalo finito de
deformaciones. Reemplazando las expresiones (IV.6) y (IV.7) en la integral (IV4) y
expresando el incremento de tensiones de la fibra segtin (IV.6) se obtiene:

ALQ, = fb-ZT tC, - Aley -dz (IV.8)
h

donde 'Cy (z) es la matriz secante elastoplastica de la fibra.

Los incrementos de deformaciones longitudinales y angulares de cada fibra de la seccion
quedan definidos a partir de la hipdtesis de las secciones planas:

Ale () = Z(2) - Atef (1V.9)

Por lo tanto el incremento de esfuerzos internos puede expresarse ahora a partir del
incremento de deformaciones de la seccién:

AlQ, = fb-ZT tC, - Z- Alef -dz (IV.10)
h

Los elementos del vector incremental de esfuerzos internos son las expresiones conocidas de
la resistencia de materiales para una seccion con el eje de referencia no baricéntrico (Crisfield
[09]):

AN, = fb B (AL —z-AY°)-dz (Iv.11)
h

AM, = fb E, (=7 AL + 2% A )dz (IV.12)
h

TAQ, = fb G, - AY° -dz (1V.13)
h

Integrando sobre la variable z, se obtiene una expresiéon de la resultante de esfuerzos
internos en funcién de las deformaciones de la seccion mediante la matriz secante

elastoplastica de la secciéon'Sy :

3, ~ fb-ZT tC, -Z-dz (IV.14)
h
tEk —ték -z 0
tS, %fb .z B, 22 0 |-dz (IV.15)
h ~
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Donde las componentes de esta matriz simétrica se denominan parametros de estado y
tienen unidades de fuerza.

'EAc —'EXx 0

5, = |—'"EXx  'EJ« 0 (IV.16)

0 0 t@\k

De manera matricial, el incremento de fuerzas internas A'Q, queda determinado a partir de

un incremento de deformaciones de la seccion A'ef para un estado en t y una seccién dada
Xy segun:

AlQ, = 'S, - Ated (IV.17)

Debido a que la hipotesis de linealidad del incremento finito de deformaciones esta asociada
a una forma secante, los parametros de estado de la secciéon tendran validez tinicamente
dentro del intervalo para el cual se definieron. Es decir que no es posible plantear una
formulacién instantdnea que relacione a la resultante de esfuerzos internos con las
deformaciones instantaneas sino a partir de la configuracion del estado anterior.

tHAt, = tQ, + t§k - Atel (1v.18)

Los elementos de la matriz 'S, quedaran determinados a partir de las siguientes integrales:

"EA ~ fb-ték(z)-dz (IV.19)
h

"EXi sz.ték(z).z-dz (IV.20)
h

"Edk ~ fb-ték(z)-zz .dz (IV.21)
h

'GA ~ [b-6@)-dz (IV.22)
h

Las expresiones integrales solo podran evaluarse de manera numérica debido a que en
general, no se dispone de una formulacion explicita del modulo tangente del material de
cada fibra. La determinacion numérica de estas integrales se desarrolla en la seccién V.3.

IV.1.3. La variacion de los esfuerzos internos de la seccidon:

Para el desarrollo de la matriz tangente de rigidez, sera necesario determinar la derivada de
la resultante de esfuerzos internos de una secciéon dada respecto de una variacion arbitraria
de desplazamientos virtuales del elemento. Esta derivada se puede expresar en su forma
variacional como:
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t ~
8'Qy ~ (2—8) -6U (1V.23)

La expresion incremental de 6'Qy a partir de la matriz secante elastopléstica 'Sy de la

seccion queda determinada segin una variacion del estado deformacion de la seccion:

5'Q, = 1S, - 5'ep (IV.24)

Las componentes del vector variacion de esfuerzos internos son las expresiones conocidas de

la resistencia de materiales, con el agregado de los términos cruzados (ver IV.1.4 y Crisfield
[09]):

SIN (k) &~ EAc -6t — 'EXk - 6590 (1V.25)
§TM(x) ~ — EXk - 8'e¢ + Edk - 6'yQ (IV.26)
500 ) ~ GA - 50 (IV.27)

Estos esfuerzos internos virtuales pueden interpolarse a partir de los desplazamientos
nodales del elemento, utilizando la matriz derivada de las deformaciones tDk obtenida en
I1.6.5:

§'Qc = 'S¢ -['D¢]' -6U (IV.28)

]T
Los términos de la expresion anterior corresponden a la matriz derivada de los esfuerzos
internos:

' 3Q) te U
—=| =~1'S,-['D V.29
(8U . k [ k] ( )

Reemplazando los bloques que forman la matriz derivada de las deformaciones, se obtiene:

t(a_Q

A) ~ S - [BL + '8 - [BY T -t0-[BYT (IV.30)
20 )y,

En la expresion anterior se observa claramente un término lineal independiente de los
desplazamientos nodales y un término dependiente de éstos. La consideraciéon de una
medida de deformacién no-lineal, tiene como consecuencia la presencia de incdgnitas
nodales en las derivadas de esfuerzos internos, lo cual no ocurria en los elementos finitos
lineales.

IV.1.4. El caso particular de material elastico y lineal

Las integrales de estado anteriores sélo podran evaluarse analiticamente en algunos casos
particulares, como por ejemplo el caso de un material homogéneo, elastico y lineal.
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Si se efectuia la integracion analitica de una seccion rectangular con su plano de referencia
coincidente con el eje baricéntrico de la seccidn, se obtienen las expresiones conocidas de la
Resistencia de Materiales:

+h/2

“AEA = 'EA = fb-E-dz:E-A (IV.31)
—h/Z
+h/2

TAEX = 'EX = fb-E-z-dz:O (IV.32)
fh/z
+h/2

TYET =BT = fb-E-zz-dz:E-Jyy (IV.33)
fh/z
+h/2

“AGA = 'GA = fb-G-dz:G-A (IV.34)
fh/z

Ahora, la matriz de estado de (IV.35) es una matriz diagonal, debido a la anulacién del

término cruzado EX , y constante dentro del elemento:

E-A 0 0
S=| 0 E-J 0 (IVv.35)
0 0 G-A
En vista de (IV.32) puede verse que si el eje de referencia no hubiera sido coincidente con el
eje baricéntrico de la seccidn, la expresion asociada al momento estatico (el término cruzado)
serfa distinto de cero EX = 0.
Debido a que el equilibrio de la secciéon es independiente del plano de referencia elegido, la

no-linealidad del material puede entenderse como una excentricidad del éste plano respecto
del eje geométrico de la seccion (Crisfield, M. A. [09]).
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I'V.2. EL PRINCIPIO DE LOS TRABAJOS VIRTUALES

IV.2.1. El trabajo virtual de deformacion

La base para una solucion en desplazamientos por elementos finitos es el principio de los
desplazamientos virtuales. Este principio establece que, para cualquier desplazamiento
virtual compatible impuesto al elemento en equilibrio, el trabajo virtual interno es igual al
trabajo virtual externo.

AT = (t+AtVin _ t+AtVeX) -0 (Iv.36)

El trabajo virtual interno se define como el trabajo de la tension en el instante t + At sobre
la deformacion virtual impuesta en cada fibra de las secciones del elemento. La
consideracion de los esfuerzos de corte implica ademas incluir el trabajo interno de las
tensiones tangenciales con la deformaciéon angular debida a los esfuerzos de corte, segin se
definid en el capitulo anterior:

AN = f (“Poy - Bex + Ty, 67y ) -V (1V.37)

t+AtV

El trabajo virtual externo se define como el trabajo de las fuerzas exteriores que actiian sobre
el elemento sobre los desplazamientos virtuales impuestos (correspondientes a la direccion
de cada fuerza) reducidos al eje de referencia. Las fuerzas exteriores en el instante
t + At podrian traducirse en cambios en la direccién o el médulo de dichas fuerzas.

t+AtVext — f <t+mpx S 6u° + t+mpz COW° t+AthZ 59)dX (1V.38)
t+AtL

Seguin el principio de los trabajos virtuales, el equilibrio dentro del elemento estara
garantizado con el cumplimiento de la siguiente igualdad:

(HAtVin . t+mvex) -0 (1V.39)

La compatibilidad'® del campo de desplazamientos sélo podra verificarse en los nodos del
elemento, en donde se cumplen ademas las condiciones de borde del problema.

En vista de (IV.39), debe definirse previamente el variacional de las deformaciones angulares
y longitudinales de la seccidn, el cual se obtuvo mediante la aplicacion del operador sobre la
expresion (I1.77) y (IL.89). La hipotesis de las secciones planas permite escribir:

Oy = 0% —z-6° (1V.40)

51y = 67° (1IV.41)

16 La ecuacion (IV.39) establece la igualdad del trabajo virtual de los esfuerzos internos con las fuerzas exteriores
en todo el elemento, pero nada dice acerca del cumplimiento de la compatibilidad de los desplazamientos dentro
del mismo.
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Reemplazando las variaciones de deformacién y rescribiendo las integrales de volumen
como integrales de drea en la longitud del elemento se obtiene:

Ay f f(t+m0x S(8° —z7-6\°) + t+At7_yZ .570)-dA-dx (IV.42)
t+AtL A

Debido a que las deformaciones de la seccién son independientes de la ordenada z, las
integrales anteriores pueden efectuarse dentro de la altura de la seccion, obteniéndose en
este caso la resultante de esfuerzos internos definida en IV.1:

Ay f (t+AtNX 60 4 t+At|\/|y L6X° + THAQ, - 57° )-dx (Iv.43)

t+AtL

El principio del trabajo virtual establece que el trabajo total **'II debe ser nulo para
cualquier desplazamiento virtual arbitrario. El1 método de los elementos finitos se basa
fundamentalmente en plantear una formulacion débil del equilibrio y poder aproximarla
numéricamente mediante una interpolacion numérica de los desplazamientos y sus
deformaciones.

En los paragrafos siguientes, se obtendran los términos de fuerzas internas y externas de la
expresion anterior, a partir de la interpolacion numérica del campo de desplazamientos
utilizando las funciones de forma definidas en las secciones 1.4 y I1.5

IV.2.2. La interpolacion del trabajo interno

El trabajo interno de deformacidn, se definié como el trabajo de las resultantes de esfuerzos
internos con las variaciones de deformacidon del elemento en cada seccion:

Esta expresion puede formularse matricialmente como el trabajo del vector de esfuerzos
internos sobre una variacion del vector de deformaciones de una secciéon'”:

Hm\/in _ f [t+AtQ]T . 5€° . dx (1V.44)

t+AtL

A partir de una linealizacion del estado de deformaciones de la seccion se obtuvo en 11.6.5
una forma lineal del mismo:

5e°(X) ~ TAD(x) - U (IV.45)

donde "™2'D era la matriz derivada de las deformaciones, dependiente del estado de
deformaciones en t + At.

Por lo tanto, la interpolacion del trabajo interno de deformacion queda aproximada mediante
las matrices de funciones de forma, siendo esta la ecuacion fundamental del método de los
elementos finitos como se vera luego en los paragrafos subsiguientes:

17 El trabajo de las fuerzas internas se efectia sobre las deformaciones de la configuracion en el instante

t+ At.
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tray f [tth]T LAt 60 - dx (1V.46)

t+AtL

IV.2.3. La resultante de fuerzas internas del elemento

Efectuando la integracion del trabajo de los esfuerzos internos sobre las deformaciones en el
volumen del elemento, se obtiene una fuerza resultante que trabaja sobre la configuracion
deformada del elemento. El trabajo interno de deformacién puede formularse entonces como
el trabajo de la resultante de fuerzas internas sobre una variacion arbitraria del campo de
desplazamientos's:

SELVARPURS NS .sU (IVv.47)

La resultante de fuerzas internas puede obtenerse en el instante t + At como:

tHAtE _ f [tth]T L HALD L g (1V.48)

H»AtL

En un andlisis lineal, basado en la teoria de las pequefias deformaciones y los pequetos
desplazamientos, el vector de fuerzas internas es independiente del campo de
desplazamientos del elemento. En un analisis no-lineal en cambio, el vector de fuerzas
internas dependerd ademas de la geometria del elemento.

tHAtp o gk 4 gNL ,[t—i-AtO]T

BNt (1V.49)
Si se desarrollan los términos de la matriz derivada de deformaciones, el vector de fuerzas
internas se puede expresar como la suma de una componente lineal y otra componente no-
lineal, dependiente de la geometria del elemento:

tHAtE o tHAtEL | t+AtENL (1v.50)

Los términos lineales del vector de fuerzas internas se obtienen al utilizar una medida de
deformacion lineal y s6lo dependen del estado del material a través de los esfuerzos internos
segun:

tHAtEL _ f [t+AtQ]T .BL . dx (IV.51)

t+AtL

La consideracion de las deformaciones por corte solamente afecta a los términos lineales. Los
términos no-lineales dependen de la geometria del elemento a través del campo de
desplazamientos segun:

tHAtENL f [t+AtQ]T .BNL _[t+At0]T B . dx (IV.52)

t+AtL

18 E] vector OU pertenece a la configuracién deformada del estado t + At.
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En la seccidon IV.3.5 se aplica este procedimiento de desacoplar la parte lineal y no-lineal en la
obtencion de los bloques de la matriz tangente de rigidez, de manera tal de poder
implementar numéricamente en los algoritmos la no-linealidad geométrica de manera
independiente.

IV.2.4. Interpolacion del trabajo externo. El vector de cargas nodales consistentes
El trabajo externo de deformacion, se definié como el trabajo virtual de las fuerzas exteriores
sobre una variacion del campo de desplazamientos (continuo) del elemento:

V,, = f <t+Ath . 5U° + t+Atpy L SWO + t+Athy i (59) Jdx o TFALRT . 50 (IV.53)

t+AtL

Esta expresion puede formularse también como el trabajo de una resultante de fuerzas
externas sobre una variacidn arbitraria del vector de desplazamientos nodales (discreto) del
elemento:

V,, ~ YART .50 (IV.54)

Se define al vector '*A'R, como el vector de cargas nodales consistentes a partir de la

integracion de las cargas elementales utilizando las funciones de interpolacion del elemento.
El término consistente esta asociado a la utilizacion de funciones de interpolacion.

t+At R'el' _ { t+At ruT t+At rv-lv— t+AtrA } (IV 55)
Ademas de las fuerzas distribuidas sobre el elemento, deben incluirse las fuerzas existentes

sobre los nodos del mismo, las cuales forman parte del vector de fuerzas nodales exteriores'
t+At
R,.

t+At R'rl; _ { t+At p'g t+At p:I/—v vty | } (IV.56)
Luego, la interpolacién numeérica del trabajo virtual externo se puede expresar ahora como:

Vex & (MR, + TR, )T .U (IV.57)

Debido a la existencia de funciones de interpolacidén, la integracién numérica del vector de
cargas nodales consistentes R, se desarrolla en el paragrafo V.1.5.

IV.2.5. La ecuacion de equilibrio del problema generalizado

Los paragrafos IV.2.2 a IV.2.4 permitieron obtener las expresiones numéricas del trabajo de
las fuerzas interiores y exteriores del elemento. La aproximacion numérica se pudo efectuar

19 Las componentes del vector de cargas nodales exteriores trat R, deben estar organizadas de la misma

manera que el vector de desplazamientos nodales incdgnita, de modo tal que “trabajen” sobre los grados de
libertad correspondientes.
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en virtud de la utilizacion de funciones de interpolacion, que permitieron aproximar los
campos de desplazamientos y deformaciones en el elemento.

El teorema de los trabajos virtuales de deformacion finalmente, plantea el cumplimiento de
la igualdad del trabajo de las fuerzas exteriores e interiores sobre un desplazamiento virtual,
una ecuacion de equilibrio.

CRAUTT — (THALET _ LHALRT ). sU ~ 0 (1v.58)

Debe notarse que el caracter aproximado de la expresion anterior es exclusivamente debido a
la interpolacion de los desplazamientos y las deformaciones ya que, haciendo una revisién
de las hipotesis utilizadas se tiene que:

* El equilibrio mediante (IV.59) no introduce ninguna hipoétesis de linealidad en
pequenas deformaciones, ya que la cinematica del problema consideré una medida
para deformaciones finitas (ver II.3)

* Lano-linealidad del material se encuentra integrada en la matriz elastoplastica que se
obtiene a partir de los parametros de estado, los cuales son invariantes desde el
estado inicial al final. Esta linealizacion incremental no introduce ningun tipo de
aproximacion, en virtud de un control del tamafio del paso (ver V.3)

* La hipdtesis de pequenos desplazamientos se efectia sobre el campo de
desplazamientos virtuales ya que las variaciones de deformaciones y tensiones son
equivalentes a una linealizacién de 1° orden. Nuevamente el teorema de Taylor estd
presente aplicacion en la formulacion del T.T.V.

El cumplimiento del (IV.58) implica que el T.T.V. debera verificarse para todo desplazamiento
virtual, y como los desplazamientos virtuales son arbitrarios entonces se cumple que:

t+At H ~0 & (H—At FT _ t4+At RT) ~0 (1V.59)

Si se compara el 2° término de (IV.59) con la expresion del equilibrio del problema elemental
no-lineal en (IL.24), podemos verificar que el T.T.V. es una formulacion aproximada del
equilibrio del problema generalizado no-lineal.

A diferencia del problema elemental visto en la seccion IL.1 , la expresion (IV.59) representa
ahora un sistema de ecuaciones no-lineales con tantas incdgnitas como grados de libertad
tiene el problema a resolver, para lo cual se hace necesario la aplicacion de los métodos del
analisis numérico para poder resolverlo, lo cual es el objeto de la seccion siguiente.
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IV.3. LA LINEALIZACION DEL EQUILIBRIO

IV.3.1. La Formulacion de la Matriz Tangente de Rigidez
Segun lo visto en la seccion anterior, el equilibrio del elemento queda determinado a partir

de la igualdad del trabajo virtual de las fuerzas exteriores e interiores:

'H-AtH ~0 < (H—At FT _ t+At RT> ~0 (1V.60)
La ecuacion (IV.60) representa un sistema no-lineal de ecuaciones con tantas incdgnitas
como grados de libertad existen en la estructura.

En un planteo por elementos finitos, la ecuacion de equilibrio a linealizar es la ecuacion del
trabajo virtual de la fuerza desbalanceada®.

tHALT] = AT 50 = 0 (1V.61)

En la misma linea, se busca un campo de desplazamientos ALY tal que verifique
aproximadamente la ecuacion de equilibrio anterior. Aplicando una linealizacion de Taylor
de 1° orden respecto del tltimo estado conocido:

t
AT ~ ']+ [%].Atu ~0 (1V.62)

La derivada del trabajo de la fuerza desbalanceada, evaluada en la configuracién inicial, sera
la matriz tangente buscada:

t t R ~ t )

[%J: (%(\I’T-au))zauT. [%]zéuT.tK (IV.63)
t t ;

= [83_%]]: (2_5)_ (g_g) (IV.64)

Por lo tanto, la ecuacién de equilibrio linealizada respecto de la tltima configuracion
conocida, puede expresarse ahora a partir de la matriz tangente de rigidez del problema:

AT & T[T + 60T - tK- AU &~ 0 (1V.65)

El carécter finito del incremento finito de desplazamientos, no tiene por qué cumplir las
hipétesis de pequefios desplazamientos y solo estara acotado por el tamafio maximo del paso
de acuerdo con la formulacién secante del material (ver V.3)

2 Segtin de la ecuacién de trabajo, el campo de desplazamientos virtuales O YU debe existir sobre la misma

configuracion en la que existen las fuerzas desbalanceadas, es decir en la configuraciéon deformada en t+ At
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El trabajo de la fuerza desbalanceada en la posicion de referencia es un escalar, por lo tanto
es indistinto transponer la siguiente expresion.

=[] =607 - tW = 607 . (‘F—'R) (1V.66)

En virtud de que el estado inicial se supone en un equilibrado o cuasi-equilibrado, debera
cumplirse la nulidad del trabajo de deformacion en esa configuracion:

SUT - ('"F—'"R+'K-A'0) ~ 0 (IV.67)

Debido a que esta ecuacién matricial debe cumplirse para cualquier variacion arbitraria de

desplazamientos §UT sobre la configuracién inicial conocida, la nueva ecuacién de
equilibrio queda aproximada linealmente mediante:

‘K-AU~ —('F-'R)~ W (1V.68)

La ecuacion anterior es la ecuacion de equilibrio del problema discreto para la configuracion
de referencia del instante t

IV.3.2. Fuerzas conservativas y fuerzas dependientes de la configuracion

En la gran mayoria de problemas del analisis de estructuras, las fuerzas externas mantienen
su médulo y su direccidn y por ello, pueden considerarse independientes de la respuesta de
la estructura.

En este caso, el trabajo de las fuerzas exteriores es independiente de la trayectoria y por esta
razon a este tipo de fuerzas se las denomina fuerzas conservativas. Las fuerzas de origen
gravitatorio son siempre conservativas. Segun esta hipotesis, la matriz tangente de rigidez,
quedaria determinada por la derivada de las fuerzas internas respecto de la trayectoria:

t

'K = (a—f) (1V.69)
ou

Las fuerzas resultantes de presiones de fluidos por otro lado, no son fuerzas conservativas

ya que su magnitud y su direcciéon dependen de la forma de la estructura que los contiene. A

este tipo de fuerzas se las denomina fuerzas segquidoras y son dependientes de la respuesta de

la estructura.

El analisis de problemas con fuerzas exteriores no-conservativas escapa a los alcances del
presente trabajo, aunque la tinica salvedad que deberia efectuarse radica en el calculo de la
matriz tangente del problema, la cual se efectia a partir del vector de fuerzas
desbalanceadas, como es su definicion general dada en (IV.64).

IV.3.3. El equilibrio en la posicion deformada

La no-dependencia de las fuerzas exteriores con el campo de desplazamientos incdgnita del
problema ‘U no debe confundirse con el cdlculo del equilibrio en la posicion deformada. La
ecuacion de equilibrio expresada a través de los trabajos virtuales se plantea en la posicién
deformada del paso anterior al incremento de cargas recibido. La actualizacién incremental
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de cada elemento de la estructura se efecttia simplemente actualizando las coordenadas de
los nodos en cada incremento de cargas.

ALY = TX + AX (1V.70)

El incremento del vector de coordenadas de la estructura estard dado por el incremento de
desplazamientos de la estructura. Debido a que este vector estd considerado tinicamente
para los grados de libertad de la estructura, tiene un ordenamiento diferente al vector de
coordenadas y la actualizacién no puede efectuarse por una suma directa sino a partir de un
algoritmo de expansion (ver V.2.5):

AX = A(AT0) (IV.71)

Un ejemplo estructural clasico es el caso de las columnas de los pisos inferiores de edificios
elevados sometidas a desplazamientos laterales significativos durante una accién sismica. La
naturaleza gravitatoria de las cargas de compresion mantiene constante la direccion de los
esfuerzos normales sobre la columna, aunque la consideracion del equilibrio en las diferentes
posiciones de la estructura deformada produce esfuerzos que se incrementan con la
deformacion, que generalmente llevan al colapso de la estructura. A este efecto se lo
denomina efecto P — A y algunos autores utilizan denominan de este modo al efecto de la
no-linealidad geométrica en la consideracion del equilibrio.

IV.3.4. La derivada de las fuerzas internas. La matriz tangente

Seguin lo visto en los paragrafos anteriores, la matriz tangente que linealiza el problema
respecto de la ultima configuracion conocida puede calcularse como la derivada del vector
de fuerzas internas respecto de los desplazamientos incognita del problema:

_O'F
~ U

Siendo el vector de fuerzas internas una funciéon dependiente del campo de desplazamientos

'K (1V.72)

YU a través de la matriz derivada de las deformaciones:

tE — f[tQ]T .ID . dx (IV.73)

N

Derivando los términos del integrando se obtiene:

tK:f
L

La derivada de los esfuerzos internos se obtuvo en IV.1.3 a partir de la matriz secante
elastoplastica de la seccion. La matriz derivada de las deformaciones:

otD

-dx V.74
oty (V7

2'Q
oty

-
D dx +f[tQ]T .
I

t ~
9Q . pf

~ IV.75
50 (IV.75)
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‘D~ 'B-+ 8" [0 B (1V.76)
t
E2 ] e (av.77)
ouU
Reemplazando en (IV.74) la matriz tangente del elemento queda determinada segun
'K = ftD- [@]T . ID-dx + f[tQ]T . [tBNL]T .tBNL . gx (IV.78)
tL tl_

IV.3.5. Descomposicion de la matriz tangente en bloques

Las expresiones obtenidas hasta aqui permiten formular completamente la matriz tangente
del problema no-lineal generalizado, considerando tanto la no-linealidad geométrica como la
no-linealidad del material. La parte lineal de la matriz tangente del problema se puede
obtener a partir de la hipdtesis cinematica de las pequenias deformaciones formuladas para el
elemento de viga cldsico en I1.3.1.

La consideracion de una medida de deformacion no-lineal, trae como consecuencia la
existencia de términos no-lineales en la matriz tangente del elemento. El objeto del presente
paragrafo es poder descomponer la expresion de la matriz tangente obtenida anteriormente
seguin una parte lineal y no-lineal. Desarrollando el primer término de la expresidon anterior
(IV.78) se puede expresar a la matriz tangente del problema como la suma de tres bloques
conceptualmente diferentes:

'K = tK? 4+ KL + tK? (1V.79)

El primer término de la expresion se denomina matriz de tensiones iniciales, debido a que es
funcion de los esfuerzos internos, los cuales se interpolan mediante las funciones de forma
no lineales. Si se desarrollan los elementos de esta matriz, se puede observar que los
términos dependen solamente del esfuerzo normal de la seccién 'N(X) y pueden entenderse

como el resultado de la existencia previa de tensiones iniciales en el elemento.

T T
'K = [1'Q[ -['BM-T -tB- -dx (IV.80)
L
Esta matriz podra ser nula al inicio del proceso incremental y es particularmente til en el

analisis de problemas de bifurcacion del equilibrio (buckling analysis) y en el problema clasico
de la rigidizacién a flexion de una viga traccionada (tension stiffening).

El segundo término de la expresion es el que se obtiene a partir de la utilizacion de una
medida de deformacion lineal, sin tener en cuenta los términos de 2° orden de la
deformacion longitudinal. Si se omiten los términos acoplados de las funciones de forma
modificadas por corte (términos *A) los elementos de esta matriz son los conocidos del

andlisis lineal de estructuras.

tKL = ftBL -[@]T StBL . dx (IV.81)
iR



130 FORMULACION DEL EQUILIBRIO

El tercer bloque de la matriz tangente es el término no-lineal. A esta matriz se la denomina

en la bibliografia clésica matriz de deformaciones iniciales o matriz geométrica 'K? dada
por:%

tKo — ft¢o _(tBNL .[té]-r tpL 4 tpt _[tg]T .tBNL).dX 4
i

___+f(t¢o )2 _(tBNL _[tg]T _tBNL).dX

ge

(1V.82)

El parametro '¢°(*U) “concentra” la no-linealidad de la matriz y es una funcién que

representa el giro por flexion de la seccion analizada; ésta se puede interpolar a partir de los
desplazamientos nodales segun (I1.200).

°(x) ~ BNL . tQ (1V.83)

Las matrices que forman a la matriz tangente del elemento son naturalmente simétricas.

0 0 0

'K =10 'kow ‘kia (1V.84)
0 ‘kaw 'Kaa
tk:]u tkbw tk:]A

KL =] 'Ky, TKLy tkba (1V.85)
tkLAu tkLAW thA

0 'kG, ko,

'K = | 'k, 'K 'KOA (1V.86)

tkiu tkiw tkiA

En las figuras Fig.28 a Fig.30 se desarrollan las expresiones correspondientes a cada bloque
de las matrices indicadas.

IV.3.6. El caso particular del material elastico, lineal y homogéneo

Si se define al plano de referencia (origen de coordenadas z) coincidente con el eje
baricéntrico de la seccion y no se consideran las deformaciones membranales del elemento ni
las deformaciones por corte, se obtienen las expresiones de la matriz de rigidez del anadlisis
lineal de estructuras.

21 Debido a que las matrices derivada de las funciones de forma no son simétricas, el primer término de la
expresion no puede simplificarse
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ke 0 O
K = -
0 0 0

oy
Q

be-E-A.bu-dx
I

Ky

Q

fbg.E.J-b,,~dx+fb1v.tNx-bW-dx
tL tL
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(1V.87)

(1V.88)

(1V.89)

donde el bloque [Ky, ] es la matriz de rigidez del elemento barra y K, | es la matriz de

rigidez del elemento de viga de Euler-Bernoulli clasico, incluyendo a la matriz de tensiones

iniciales del elemento.

tkhuNf‘EAAk bl - by - dx tkhwz—ftﬁ)?k-bg-bu-dx
t—

Au ~ f( EA bU.AUg - EX ’bH.Aua)’bI -dx

tkvLﬂ,N—f EX b} -h, -dx

‘s ~ f (( by, = EX by sy, By + GA-hay, <)o

'Ky, ~ f(( EJ Dyay, — EX -Byay, )b + GA-hT -h. sy, |- dx
L

t — t=—= t— t—~—
tha = [ "EA-(bus, )* — 2 "EX by, Buay, + EJ - (bpay, ) + GA- (s, ) ) - dx
L

UANf( EA Byau, — EX -hyay, |- by - o

szf( EJ-hy-h, + GA-hl -h, | dx
L

Fig.28. Bloques de la matriz tangente lineal

ke, ~ 0 tka, ~ 0

K = [Ny - bl - b, -dx tk\(/TvAzftNx‘bw.Am'bW'dx
iR

Whw & [Ny - by by ag, - dX 8 ~f Ny - (buaw, )
L

fa~0 Ky ~ 0 "KAy ~ 0

Fig.29. Bloques de la matriz tangente de tensiones iniciales

tk‘?qufEAk by - t¢° - b, - dx

(t tg0 . bl — 'EX - bT) t4° . b, dx—f EX - t%° - bT - b, - dx

t t —
Uy ~ [(EA- 167 BY — "EX b)) 16° by, dx — [EX- 160 b byay, - O
o L

t—
s~ [TEA- (Byau, + ¢ Buau, ) (0% Bua, X — 2 [TEX 160 by ay, By ay, -dX
L

t

kuu ~ uw Nf EA t¢0 bT by - dx SA zj‘tlgz"td)o'bw.Aua'bu'dx

5 t=x
tkcAu ~ f EA- b-ll.l— : t¢o 'bw.Au3 -dx
L

L

t t—=—=
2% [(TEA- (Buau, + 08 Busy,) = 'EX byay, |- 16 by o — [EX - 6 By, - by -dx
! (L

Fig.30. Bloques de la matriz tangente geométrica
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V.1. FORMULACION NUMERICA DE LA MATRIZ TANGENTE

V.1.1. Introduccion

En los capitulos anteriores, las expresiones de la resultante de fuerzas internas y externas del
elemento, la matriz tangente de rigidez, los pardmetros de estado y la resultante de esfuerzos
internos de la seccion, se formularon como integrales definidas en intervalos determinados
como ser la longitud del elemento o la altura de la seccién analizada.

En el andlisis lineal de estructuras, todas estas expresiones pueden obtenerse de manera
explicita. El procedimiento de integrar analiticamente la ecuacion diferencial del equilibrio,
permite conocer de manera explicita la relacion fuerza-desplazamiento del elemento?.

En un analisis no-lineal ya no es posible obtener estas expresiones de modo explicito debido
a que o bien el integrando no tiene una forma explicita y solo se conoce a partir de una tabla
de valores en determinados puntos del intervalo (nodos) o bien porque su integracion
analitica resultaria extremadamente compleja.

El objetivo del presente capitulo consiste en establecer los procedimientos numéricos
necesarios que permitan formular numéricamente la matriz tangente del problema y todas
las demads variables de estado que estén definidas a partir de una integracion analitica.

V.1.2. Las formulas de cuadratura numérica.

Seguin lo dicho, el objetivo general buscado sera establecer un algoritmo que permita
aproximar numéricamente el valor de una integral definida en un intervalo cerrado y finito

[a b ] es decir, aproximar numéricamente el valor de la funciéon 1 (f).

1(f) = f:f(x)~dx (V.1)

Los tipos de aproximacion que se considerardn aqui estaran dados esencialmente en la forma
de (V.2). Estas formulas de integracion numérica se denominan férmulas de cuadratura
numeérica (Isaacson [15], Kimcaid [17]).

22 Los elementos integrados analiticamente se desarrollan en los textos del analisis matricial de estructuras
(Przemieniecki [26], Melosh [20])
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fbf(x)-dx ~ > o () (V.2)
a i=1

Los n puntos diferentes de integracion X; se denominan puntos de cuadratura o nodos, y las
cantidades ; se denominan coeficientes de cuadratura. Es natural preguntarse aqui cual de

los esquemas de cuadratura es el mas adecuado para el problema que nos ocupa, siendo este
el objeto de los paragrafos siguientes

Si se fijan los nodos en una distribucién particular, por ejemplo equidistantes entre si, se obtienen
los esquemas conocidos como las féormulas de Newton-Cotes. Las férmulas de Newton-Cotes
utilizan polinomios que interpolan N nodos, razén por lo cual integran exactamente a
cualquier polinomio de grado (N —1)o menor, y se dice en este caso que el esquema de

integracion tiene un grado de precision iguala (n —1):

b n  b—
[ 160 dx = Yony () Xj =a+] -(Ta) (V.3)
i—1

Si se fijan los coeficientes de cuadratura, por ejemplo todos ellos iguales entre si, se obtienen los
esquemas conocidos como las formulas de cuadratura de Chebyshev. Estas formulas tienen
un grado de precision igual a (N + 1) y no son muy utilizadas en la practica

J;bf(x)-dx ~e)-SOF(G) V.4
i=1

Salvo casos particulares, la utilizacion de un ntimero finito de puntos de integracion tendra
inevitablemente asociado un error de discretizacidn; de ahi, el cardcter aproximado de la
expresion (V.2). El cumplimiento de la igualdad estricta se lograria a partir del conocimiento
del error de discretizacién Ep(f), obtenido al interpolar a la funcién f(X) mediante un

polinomio que pase por n puntos:

J7500-dx =30 £(G) + En(f) v5)
i=1

Si se plantea la nulidad en todo el intervalo del polinomio interpolador del error de discretizacion
E,(f) se obtienen los esquemas conocidos como férmulas de Gauss. Debido a que una

formula de cuadratura por definicion interpola n puntos de cuadratura, la funcion
E,h(f)tendra n raices en cada uno de esos puntos; asi, la obtencion de los puntos y

coeficientes de cuadratura implica la resolucion de un problema de 2n incognitas y por esta
razén las férmulas de Gauss tienen el maximo grado de precision numérica:2n — 2. Los

puntos de cuadratura se definen en general para un intervalo unitario [—1 + 1} .

[Hro-dc=Yu @) V)
i=1

Los esquemas de cuadratura que fijan los nodos en general incluyen los valores extremos del
intervalo como puntos de cuadratura. A estos esquemas se los denomina cerrados. Las
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férmulas de Gauss en cambio, no incluyen los valores extremos del intervalo por lo cual se
las denomina esquemas abiertos.

En los problemas de elementos finitos es normal conocer los valores en los extremos del
intervalo, ya que en general ahi se tienen los nodos principales del elemento. Si se plantea
una férmula de cuadratura del tipo de Gauss, pero incluyendo los valores extremos del
intervalo, se obtiene el esquema conocido como féormula de Gauss-Lobatto.

[T dc=w f- 1>+Z¢. (G)+ ¥ - F(+1) (v.7)

Los puntos de cuadratura de estos esquemas se pueden obtener en la mayoria de los textos
del calculo numérico, tabulados generalmente en un intervalo unitario. Para efectuar la
integracion dentro de un intervalo arbitrario es preciso efectuar un cambio de variable:

J;bf(z)'dz = (t%)'f(b)_ﬂf(z(é))-dé“ (V.8)

@)=-1

En donde la funcién general a utilizar en el cambio de variable esta dada por:

(b—a)-(+b+a

En la integracion a lo largo de la longitud del elemento, la funciéon de cambio de variable
sera:
tL
z2(Q) = —-(¢+1) (V.10)

En la integracion del estado de tensiones a lo largo de la altura de la seccidn, la funcién de
cambio de variable sera:

2(¢) =

(V.11)

I\Jl:T

V.1.3. La resultante total de esfuerzos internas de la seccion

Las resultantes de esfuerzos internos de la seccidn, fueron obtenidas analiticamente en el
capitulo IV.1 a partir de las hipdtesis efectuadas sobre el material en una formulacién
instantanea y una formulacion incremental. Si se conoce el estado de tensiones de la seccion
actualizado en el instante t + At la resultante total de esfuerzos puede determinarse segun
las expresiones (IV.1) a (IV.3):

A = [b-[Z@)] - s @) - dz (v.12)
h

Efectuando el cambio de variable para el intervalo unitario y aplicando las férmulas de
cuadratura:
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n
g = Yut (2] v
i=1

t+At

donde el vector SL es el estado de tension de la seccion Xy y de la fibra correspondiente

al punto de integracion de ordenada z; .

i [ —=to
' =2/2427") = V.14
@)=l o 1 (V.14)
t+Ats|i( _ t+AtS<Xk,Zi> (Vv.15)
K.
' == V.16
5 ¢ (V.16)
El vector resultante de esfuerzos internos también puede determinarse por sus componentes
segun:
A h o At i
TRAIN, & 5 ¢ (), (V.17)
i=1
h & i
i=1
h i i
t+AtQk ~ 5 Zd’l .b- <t+At7-yz )k (V.19)

i=1
Segun se vio, esta formulacion de los esfuerzos internos necesita del estado de tensiones
actualizado en t + At a través de los algoritmos de retorno. Es posible sin embargo, obtener
la resultante de esfuerzos internos antes de utilizar los algoritmos de retorno. Esto se logra
mediante la formulacién incremental de *+2tQy , lo cual es el objeto del paragrafo siguiente.

V.1.4. La matriz secante elastoplastica

La resultante de esfuerzos internos también podia obtenerse de manera incremental a partir
del estado anterior utilizando la matriz secante elastopldstica. Las componentes de estas
matriz son los pardmetros de estado de la seccion y quedan definidos a partir de los modulos
secante de cada fibra de la seccién:

t3, ~ fb (2@ - 1C(2)- 2(2) - dz (V.20)
h

La expresion de la matriz elastoplastica es valida tinicamente como definicion analitica, ya
que no es posible conocer la variacion funcional en la variable z del mddulo secante
elastoplastico del material. Sin embargo, a partir de esta definicion se puede plantear un
esquema discretizacion por fibras. Efectuando el cambio de variable para la coordenada z y
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aplicando los esquemas de cuadratura anteriores, la matriz secante elastoplastica queda
definida numéricamente como:

n
5, ~ %-Zwi b-[Z ]T .t .7 (v.21)
i=1

Para el caso que nos ocupa, las secciones rectangulares de hormigén armado, la inclusion
discreta de las diferentes capas de armadura se podra considerar mediante un esquema de

Newton-Cotes:
tS ~ h | i_b ifrot i i j jrot j i
kNE.E (0 [Z] . <(:k)C-Z +§ A~[Z] . (Ck)S-Z (V.22)

i=1 j=1
donde N es el nimero de fibras de hormigén, M es el niumero de fibras de acero, (CL )C y

t j . o . P . .
(Cﬂ )S son las matrices secantes elasto-plasticas de la fibra I-ésima de hormigon y la fibra

J -ésima acero respectivamente pertenecientes a la seccion X del elemento.

Las componentes de la matriz secante elastoplastica de las seccion se pueden determinar con
las siguientes expresiones:

n m

‘A~ DS w b (B A (), v.23)
i=1 j=1

t n : -~ : m ot o :

EX«k %E~Zw' b ( |;)C-z:;JrZAJ- ( d)s-zs‘ (V.24)
i=1 i=1

(P h < t) o L2 et~ 12

Bk mgy wt b (B (z) + 3 A (B () (V.25)
i=1 j=1

t — h n . t, ~. m A

GAK w?zw-b- (GE), + DA - (G}, (V.26)
i=1 i=1

Los problemas de flexion en secciones de hormigén armado tienen asociados un ndmero
importante de fibras que no colaboran en tensiones por encontrarse fisuradas. Esta
caracteristica indica adecuado un esquema de integracion adaptativa sobre las fibras con
tensiones no nulas en cada paso de cargas. Los fundamentos sobre integracion adaptativa se
pueden encontrar en las referencias [15] y [17]

La obtencion de la resultante de esfuerzos internos por cualquiera de los dos caminos, llega a
idénticos resultados en virtud de las hipdtesis efectuadas para el material.

V.1.5. El vector de cargas nodales consistentes

La integracion numérica del trabajo de las fuerzas exteriores sobre los desplazamientos

virtuales dentro del elemento result6 en el vector de cargas nodales consistentes AR,
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t+At R;I’ _ { t+At rl'JI' t+At rv-lv— t+AtrA } (V.27)

En la seccion IV.2.4 se definieron las componentes del vector de cargas nodales consistentes
a partir de la integracion analitica de las cargas exteriores del elemento interpoladas con las
funciones de forma.

La distribucién mas simple a considerar para las fuerzas exteriores elementales, valida para
los casos mas comunes de elementos de estructuras de poérticos planos son las fuerzas
uniformemente distribuidas:

px)=p px)=qg myKx)=0 (V.28)

Efectuando el cambio de variable para el intervalo [0 'L ] , y utilizando la definicion de las

funciones de forma para este intervalo, es posible aproximar el valor del integrando
mediante cualquiera de los esquemas de cuadratura vistos segun:

Lo
HEESSE DRI v.29)

i=1

p-L ¢
o~ 3 W Mo, (G) (V-30)

i=1

L&
o~ =Y hL(G) vy

i=1

Si se utiliza cualquier esquema de integracion cerrado, existiran términos de estas sumatorias
que se anulan en los extremos del intervalo (Fig.13); esta caracteristica hace posible optimizar
el numero de evaluaciones de las mismas.

V.1.6. La resultante total de fuerzas internas

En la seccion IV.2.3 se obtuvo en una forma lineal, la resultante de fuerzas internas tHAtE

del elemento, a partir de la interpolacion del trabajo interno de deformacion. Luego de la
linealizacién del equilibrio, es necesario poder determinar dicho vector en la configuracién
del estado inicial del elemento:

tL m
t+AtF ~ 7 Zqz)k . [I+AtQk ]T AL Dk (V.32)
k=1

Segtin se vio en la misma seccion, el vector de fuerzas internas puede descomponerse en una
parte lineal y una parte no-lineal, dependiente del estado de deformacion del elemento.

Efectuando el cambio de variable para el intervalo [O tL} y utilizando la definicion de las

derivadas de las funciones de forma para este intervalo, la expresion anterior puede
integrarse numéricamente segtin una parte lineal y otra parte no-lineal:
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t+At oL L o t+atA T tpt
F %721/4([ Qk] BL (V.33)
k=1
tL m ~
tHAtENL ?Z% L tHAtg, BT - tU-[BRT (V.34)
k=1

donde la resultante de esfuerzos internos en la seccién & en el estado t esta representada

t+At BII(_ y t+At BII(\IL

por el vector 'Qq y las matrices son la parte lineal y no-lineal

respectivamente de la matriz de interpolacion de deformaciones. (ver I1.6.3)

El vector de fuerzas internas puede integrarse también a partir de sus componentes segtin las
siguientes expresiones:

o Ny - BT (&)
Fooa =S i My - hT(6) + Q¢ - hT (&) (v.35)

2 4
"Ny by au, (&) + Mj - hy ag, (&) + Qx - hyau, (&)
OT
tL m
t+AtENL 7;% NG -t Bl(&) (V.36)
b\N.AU3(5k)

donde el parametro ¢ (que afecta tinicamente a los términos no-lineales) es el giro por

flexion de la seccion analizada:

¢ ~ B -tU (V.37)

Los términos by Ay, , Ny.au, ¥ D, serdn distintos de cero tinicamente bajo la consideracién de

las deformaciones por corte en la interpolacion. Esto permitira analizar un mismo problema
considerando o no a las deformaciones por corte a partir de una variable logica (flag) sin la
necesidad de redefinir el vector de fuerzas internas y consecuentemente, la matriz tangente
del problema.

V.1.7. La integracion de los bloques de la matriz tangente del elemento

La matriz tangente del elemento se formulaba a partir de la derivada de la resultante de
fuerzas internas respecto del campo de desplazamientos del elemento. Esta derivada se
podia escribir a partir de los esfuerzos internos como una integral en la longitud del
elemento de las resultantes de esfuerzos internos trabajando sobre las deformaciones segtin:

K = f[t BNt dx+f D-[*S] -'D-dx (V.38)

La formulacion numérica de la matriz tangente consistira entonces en la integracion
numérica de cada una de estas matrices. El primer término de esta expresion se definié como
la matriz de tensiones iniciales y se puede determinar numéricamente segun:



142 ACTUALIZACION DE ESTADO. IMPLEMENTACION NUMERICA

tL - t tpNL T tpNL
?;f’k Qk'[ By ] By (V.39)

tKO’

Por otra parte, en la seccion IV.3.5 se vio que el segundo término de esta expresion podia
descomponerse en la suma de dos partes: una matriz tangente lineal y una matriz geométrica
o no-lineal. La parte lineal de la matriz tangente se puede determinar numéricamente segun:

t m -
tKt z%‘~zwk~t8k-[t8wr-t8k (V.40)
k=1

La componente no-lineal de la matriz tangente, denominada matriz geométrica o matriz de
deformaciones iniciales, se determina segun:

o tL m ~ 1T ~ T ~ai
KOQT'ZW't@)'(tBEL'[tSk] tBllz—’_tBIlZ[tSk] ’tBEL‘i_td)t?'tBEL'[tSk] .IBITL)
k=1
(V.41)

Las expresiones anteriores pueden reformularse de manera mucho mas eficiente desde el
punto de vista computacional, para ser implementadas en un algoritmo con capacidades de
procesamiento paralelo.

Si no se discrimina la parte lineal y no-lineal del problema, es mucho mas eficiente desde el
punto de vista computacional, determinar la matriz tangente de rigidez a partir de la
siguiente expresion:

tL m T A~
~ =3 - ( (BT B+ Dy [ 1S ] -tDk) (V.42)
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V.2. LOS PROCEDIMIENTOS GENERALES DE SOLUCION

V.2.1. Las soluciones incrementales. Las técnicas iterativas

Para establecer los procedimientos generales de solucidn es necesario definir previamente la
forma matematica del problema general, el cual se formula como la solucion de la siguiente
expresion incremental:

ALy o tHALE _ tHAtR (V.43)

La expresion anterior es una ecuacion de equilibrio que expresa el residuo (o fuerza
desbalanceada) entre la resultante de fuerzas internas y la resultante de fuerzas exteriores en
el instante posterior al incremento de cargas. La resultante de fuerzas interiores y en
consecuencia el residuo del problema, estard en funciéon del campo de desplazamientos

~

incégnita® U:

traty — gt Q) (V.44)
trate _ p(A) (V.45)

Para obtener la soluciéon del problema incremental, se parte de una solucién conocida
equilibrada (o de cuasi-equilibrio):

"W~ 0 (V.46)

El estado actual no equilibrado se produce debido a cambios en las fuerzas exteriores dados
como:

AR — TR £ 'AR (V.47)

La determinacion del incremento del campo de desplazamientos ‘AU que verifique (V.43)
sera el objetivo buscado:

t+At ~ t -~ t~
o= U+A U (V.48)
Debido a que la relacion entre la resultante de fuerzas internas y el campo de

desplazamientos incégnita estd dada por una forma no-lineal, la soluciéon al problema
incremental planteado por la ecuaciones (V.43) no puede ser abordada directamente y se

2 El campo de desplazamientos incégnita es el parametro de discretizacion del problema. (Zienkiewicz [35])
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requiere alguna estrategia iterativa como procedimiento de solucion. En este proceso
iterativo se busca lograr, luego de un nimero N de iteraciones, la nulidad del residuo dado
en la forma:

\I/(”AtU(n) ) ~ AL 0 (V.49)

Seguin lo visto en la seccidn I1.2, la expresion anterior puede ser aproximada hasta el 1° orden
a partir de la ultima iteracion conocida, mediante de la féormula de Taylor. No debe
confundirse este procedimiento con el utilizado en la seccién I1.1.5 en donde la aproximaciéon
se efectuaba a partir de la tltima configuracion conocida.

t+At

EHAL (D) o tHAL(i-1)

(i-1) .
8\11] 50V ~0 (V.50)

U

./ S . . . t~ (i)
En esta expresion, la incégnita a determinar es el incremento de desplazamientos 6 U " del
paso (t + At). En el comienzo del proceso iterativo se supone conocido el campo de
desplazamientos de la iteracion inicial a partir de la tltima configuracion conocida, la cual se
asume en una configuracion de equilibrio o cuasi-equilibrio:
t+At ~(0) T~
U '~ U (V.51)
La derivacion del vector residuo respecto del vector campo de desplazamientos da origen a

matriz jacobiana del problema, la cual en términos estructurales se denomina matriz de
rigidez tangente (tangent stiffness matrix) del problema:

tHAt o )(i—l) t+At

(i-1) )
a_U oF ) _ t+At K_I_(I—l) (V.52)

ou

La solucién buscada se dara aquella iteracion en la cual se anule el residuo dado por (V.50):

tHAt (1) sta = —(tAtpi-D) (V.53)

Despejando se obtiene una ecuacion de correccion iterativa conocida en la literatura clasica
como la férmula de Newton-Raphson.

6t0(i) _ _[Hm KT(i—l) ]*1 L HHAp(i-1) (V.54)

t+At ~(i) t+At ~(i—1 t~(i)
u = ) )+6 U (V.55)

Finalmente, luego de una serie de aproximaciones sucesivas se obtiene el desplazamiento del
estado final buscado:

t+At ~cn t+At ~(n-1 t -~
0"~ MY st (V.56)
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V.2.2. La iteracion sobre el incremento finito total

El esquema iterativo visto anteriormente esta planteado a partir de la obtencion de pequefios
incrementos de desplazamientos para un mismo nivel de cargas. Cuando la no-linealidad
constitutiva es dependiente del camino (historia de cargas) es de utilidad almacenar el

incremento finito total ‘AU de desplazamientos del paso.

i
t+At ~(i t+At ~(i—1 ~(i t+At ~(0 ~(k
0" & OV 50" = O £SO (V.57)
k=1

El problema puede plantearse también a partir de un incremento finito total de

desplazamientos Y AU desconocido, sobre el cual se itera.

ZéA( "= A0 450" (V.58)

A partir de la expresion anterior, es posible expresar a todo el problema iterativo en funcion
del incremento finito total:

ALAJ(i _ AU(' iy _[I+AIKT(i71)]71 L ALy (i-1) (V.59)
Reemplazando en (V.56) las condiciones iniciales de (V.51) se obtiene:

t+At ~(i) t~ ~ ()
U ' ~ U+AU (V.60)
El método de Newton-Raphson es probablemente el procedimiento iterativo mas conocido
para la solucién de problemas no-lineales. Esto claro estd, mientras la configuraciéon inicial
del problema y el incremento de desplazamientos cumplan las condiciones necesarias para la
convergencia hacia la solucion, las cuales se veran en el paragrafo siguiente.

tK(O) t+ At (i-1) t + At

/\(I

T AU

A N &

t o~ t+ At ~(i—1) (i —~ ’
U U t+AtU(|) t+AtU<n>

Fig.31. Esquema iterativo de Newton-Raphson. Incrementos parciales y totales



146 ACTUALIZACION DE ESTADO. IMPLEMENTACION NUMERICA

V.2.3. Los métodos de Newton-Raphson modificados

El procedimiento de Newton-Raphson, a pesar de su rdpida convergencia, puede ser costoso
desde el punto de vista computacional debido principalmente a que en cada iteracién se
debe formar, condensar y ensamblar una nueva matriz tangente para luego obtener su
inversa.

Si en lugar de actualizar la matriz tangente en cada paso, se mantiene a ésta constante en
todo el proceso, la ecuacion de correccidn iterativa se transforma en:

§'0" = —[Ry ]t At (V.61)

Esta aproximacion da lugar a toda una familia de métodos llamados de Newton-Raphson
modificados. Las posibilidades son multiples debido a que se puede elegir a la matriz
jacobiana igual a la obtenida en la primera iteracion o puede incluso ser una correspondiente
a algn paso de carga previo inicial.

Estas dos alternativas, dan lugar a los métodos de la bibliografia clasica conocidos como con
tangente al inicio del incremento y con tangente al inicio del problema (Bathe [03], Crisfield
[09], Zienkiewicz [35]).

Estas modificaciones implicaran naturalmente una menor velocidad de convergencia, pero al
mismo emplean un tiempo mucho menor en cada iteracion y lo mas importante es que
pueden converger a una solucion en determinados problemas en los que ésta no se logra con
el método de Newton-Raphson. El algoritmo principal del programa debe tener la capacidad
de poder emplear una u otra estrategia de solucién para problemas iterativos.

V.2.4. Eliminacion de grados de libertad internos. Condensacion estatica

En el capitulo de cinematica del elemento de viga, los desplazamientos del elemento se
interpolaron a partir de desplazamientos nodales “externos” e “internos”. Los primeros
seran las incognitas del problema general y los nodos “internos” deberdn eliminarse por
condensacion previamente al proceso de ensamblaje de la matriz tangente de rigidez.

La condensacion estatica se emplea para reducir el nimero de grados de libertad de un
sistema y de este modo, en efecto, resolver una parte del sistema principal de ecuaciones
elementales de equilibrio del problema. El nombre de condensacion estatica proviene del
analisis dindmico de estructuras.

El problema basico consistird entonces en reordenar la matriz de rigidez, de modo tal que los
grados de libertad externos puedan agruparse en una sub-matriz.

La ecuacion de equilibrio del elemento quedaba definida en un instante t a partir del
equilibrio entre las fuerzas internas y las fuerzas externas del elemento:

‘K-AU~ —('F-'R)~ -V (V.62)
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donde los elementos del vector de desplazamientos incdgnita tiene los desplazamientos

longitudinales externos AU = {01 02} , los desplazamientos transversales y giros

AW = {VVl W, 6 é\z} y el desplazamiento longitudinal interno Augz:

AU = | AW (V.63)
AUg

Donde, debido a la existencia de nodos internos, la matriz tangente de rigidez se defini6 a
partir de nueve bloques:

! kuu ! kuw ! kuA
' Ky = ' Ky ' K ' Kwa (V.64)
t kAu t kAW tkAA

Los bloques de la matriz tangente se pueden reagrupar en una sub-matriz que contenga los
bloques asociados a los nodos externos (a retener) y un bloque escalar asociado al nodo
interno (a condensar).

'Ky = . (V.65)

De la misma manera, el vector de fuerzas desbalanceadas puede descomponerse en un
vector de fuerzas asociado a los grados de libertad externos a retener y otro vector de fuerzas
(un escalar en nuestro caso) asociado a los nodos internos.

t\I/r
"W (V.66)
(N

Por dltimo, el incremento de desplazamientos puede descomponerse en desplazamientos
externos y desplazamientos a condensar, que en nuestro caso un unico desplazamiento
longitudinal asociado al nodo jerarquico del elemento.

A'U =~ (V.67)
AtU3
El sistema de ecuaciones de equilibrio se puede rescribir entonces como:
K Keal [AD, ‘U,

— V.68
Aug EUN V9

Kar Kaa
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El sistema de (V.68) puede ahora desarrollarse por filas obteniéndose un sistema de
ecuaciones y una ecuacion escalar:

K - AU, + Kop - Aug ~ =10, (V.69)

KAr . Aor + kAA . AUg ~ —tl/}A (V.70)

El objetivo del problema consiste en eliminar por sustitucion la incdgnita a condensar, que en
nuestro caso es un escalar. Para ello, resolvemos el 2° sistema de ecuaciones y obtenemos una
ecuacion de sustitucion del nodo a condensar:

YAug & —(kan ) (s + TKar - A0, (V.71)

Reemplazando en el 1° sistema de ecuaciones, se obtiene un nuevo sistema de ecuaciones
para el estado t sin la incognita nodal interna:

(Ker = Kra - (kaa )™ Kar ) AU, ~ =10, + Kea - (kan) ™ Wn (V72)

El sistema anterior, puede rescribirse en la forma de a partir de una matriz tangente
condensada y el vector de fuerzas condensado:

tKy - At0" ~ -t (V.73)
donde:
* -1

tKT = tKrr - tKrA : tKAr : (tkAA) (V.74)

0, (ks ) v75)
AT

AU = (V.76)
Atw

En virtud de la simetria de la matriz tangente? de rigidez, el nimero de bloques a construir
en cada elemento se reduce a la mitad:

¢ K ! kuu ! kuw
r = V.77)
("Kaw )" K
tK _ tkuA
kWA

2 La simetria de la matriz tangente se puede verificar a partir de la simetria de los bloques que la componen, los
cuales se indican en las figuras Fig.28 a Fig.30
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I (V.79)

t t t t
KAr = kAu kAW] = [ KrA
El procedimiento numeérico asi planteado, permite obtener una matriz de rigidez con las filas
correspondientes a los grados de libertad externos incoégnita del problema. El proceso de
condensacion estatica debe aplicarse previamente al de ensamblaje de la matriz global del
sistema.

V.2.5. Recuperacion de grados de libertad internos. Expansion estatica

En determinadas etapas de la resolucion del problema global, como la evaluaciéon de las
funciones de forma o la determinacion del vector de fuerzas internas, se hace necesario
obtener los desplazamientos asociados a los nodos internos a partir de los desplazamientos
en los nodos externos. A este procedimiento numérico se lo denomina expansion estatica y es
el proceso inverso al de condensacion visto en el paragrafo anterior.

El problema consiste ahora en obtener el desplazamiento Auj. La fuerza desbalanceada
nodal consistente ‘1), es una fuerza exterior que no cambia, a menos que se efectuara un

analisis para fuerzas no conservativas.

Utilizando la ecuacion de sustitucion de (V.71) el desplazamiento nodal interno puede
calcularse en la nueva configuracién deformada, a partir de los bloques de la matriz tangente
actualizados a la nueva configuracion.

t+AtAu3 ~ _(tkAA )—1 ) (tde + tKAr -AHNOr) (V.80)

La existencia de nodos a condensar obliga a tener almacenados los bloques de la matriz
tangente, luego del ensamblaje, para poder recuperar los desplazamientos nodales internos.
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V.3. EL CONTROL DEL TAMANO DE PASO

V.3.1. El factor de eventos

Cuando las relaciones entre las tensiones y las deformaciones de una fibra pueden
describirse mediante relaciones lineales a trazos, se dice que la formulaciéon del material es
multi-lineal. En estos modelos numéricos de material, la relacion entre los incrementos de
tensiones y deformaciones, es decir el modulo tangente, se mantiene constante entre estados
previamente definidos.

Se define como evento al estado de tensiones y deformaciones de una fibra a partir del cual
se producird un cambio en el valor del mddulo tangente ante un incremento de
deformaciones.

Conocidos los eventos que limitan los tramos lineales entre tensiones y deformaciones, es
posible determinar cuales seran los maximos incrementos posibles de deformacion para un
estado conocido y un incremento dado de carga o descarga, es decir, es posible determinar
hasta donde se mantiene valida la relacidn lineal entre tensiones y deformaciones. Una vez
superado el estado o evento de cargas, sera necesario actualizar el valor del mdédulo tangente
de la fibra es decir, actualizar la matriz de rigidez tangente del problema.

Se define como factor de eventos al factor que permite escalar un incremento de
deformaciones arbitrario de manera tal, que la matriz secante elastoplastica de la fibra se
mantenga constante en dicho intervalo. El factor de eventos es entonces la relacion que existe
entre el maximo incremento de deformaciones necesario para alcanzar el estado que define
un evento y un incremento de deformaciones arbitrario.

El incremento maximo de cargas serd diferente segin sea un incremento en carga o en
descarga. Dicho de otro modo, el incremento maximo de deformacion que podra sufrir una
fibra, manteniendo su rigidez constante, estara determinado por el factor de eventos:

Ae™* = \¥. A¢e (Vv.81)

Naturalmente, el factor de eventos sera dependiente de la historia de cargas del material y
tendrd valores diferentes segtin el signo del incremento de deformacién que reciba la fibra en
un instante dado.

La determinacion del factor de eventos estard reducida entonces, a la determinacién del
maximo incremento de deformacién admisible de cada fibra.

La ventaja de utilizar este tipo de formulacion para el control del tamafio del paso reside
principalmente en que los incrementos de cargas entre eventos son “lineales” desde el punto
de vista del comportamiento del material. El control de paso por eventos es de hecho una
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linealizacion del material para mantener una formulacion de matriz de rigidez elastoplastica
secante.

V.3.2. Determinacion del factor de eventos en las fibras de acero

El modelo de material utilizado para las fibras de acero es un modelo bilineal que considera
el endurecimiento del material ya sea isotrépico o cinematico. Este sencillo modelo de
material determina una superficie de fluencia bilineal para la cual se puede obtener
facilmente el factor de eventos del material para un estado conocido y un incremento
arbitrario de deformaciones, segin se detalla a continuacion.

Para un estado conocido de la fibra y un incremento arbitrario de deformaciones, los
algoritmos de retorno definidos en la seccion II1.3 permiten determinar si la deformacion de
la fibra sera elastica, o bien elastoplastica. es decir que permiten determinar el incremento de
deformaciones plasticas AeP ante un incremento de deformaciones totales Ae .

Ahora bien: segin la definicién de eventos, el incremento de deformaciéon maximo que
puede alcanzar la fibra esta determinado por el intervalo de deformaciones para el cual no se
producen cambios en el médulo tangente de la misma. En el modelo bilineal del acero
existen dos modulos tangente posibles: el modulo elastico y el moddulo tangente
elastoplastico.

Una fibra que se encuentra en un estado inicial eldstico se deformara con el mddulo tangente
elastico hasta alcanzar la superficie de fluencia, independientemente del signo del
incremento; para dicho estado inicial existirdn dos intervalos de deformaciones posibles
(cargay descarga) dentro de los cuales se mantiene constante el modulo de carga.

Dentro de estos intervalos, los incrementos de deformaciones no tendran componente
plastica (Ay = 0). Planteando esta condicion y resolviendo la ecuacién no-lineal se obtiene:

Atgmax :<UY +Kp'ta)'t+Ati+tq_E'<t5_t 5p> (Vv.82)

Donde el signo de prueba y el factor de eventos quedan determinados por la direccion y la
magnitud del incremento arbitrario de deformaciones, respectivamente. Suponiendo
endurecimiento mixto por deformaciones, el signo de prueba quedaba determinado segiin
(I11.104):
ALY — sign(E - (te + Ale — teP ) — ') (Vv.83)

El factor de eventos del paso y de la fibra determina:

At gmax
A%

Si el estado inicial de la fibra se encuentra en un estado inicial elastopldstico, el mddulo

A& ('*F" <o) (V.84)
tangente dependera del signo del incremento de deformaciones:

Para un incremento de deformaciones en descarga (t£ CAte < 0), las deformaciones

plasticas permanecerdn sin cambios hasta alcanzar la superficie de fluencia opuesta y el
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modulo tangente de descarga serd el mddulo eldstico. Este caso es igual al caso anterior, en
donde el factor de eventos es maximo para la fibra, ya que el intervalo de deformaciones
elasticas parte de la superficie de fluencia.

Para un incremento de deformaciones en carga (tf CAte > 0), se produciran incrementos

en las deformaciones plasticas y el modulo tangente serd el moédulo elastoplastico. En este
caso, para el modelo de material implementado, no existird ningin evento en carga
elastoplastica siendo el factor de eventos igual a la unidad. Esto significa que el paso de
cargas y desplazamientos de la estructura en la fibra analizada no produce cambios en el
modulo tangente.

2V =1 (tg-Ate >0 A F" = o) (V.85)

Las expresiones obtenidas permiten formular a partir del modelo constitutivo del acero, un
procedimiento sencillo de control de tamano del paso de cargas y desplazamientos a nivel
estructural de modo tal de lograr una matriz tangente elastopldstica consistente, y evitar
estados de tensiones espurios y fuerzas desbalanceadas (ver I11.1.6).

V.3.3. La linealizacion en materiales con endurecimiento no-lineal

En general, el control del tamafio de paso por eventos también puede aplicarse a materiales
no definidos lineales a trazos, como el acero, a partir de una linealizacién a trazos de la
respuesta en tensiones y deformaciones.

En un modelo no-lineal, como el utilizado para las fibras de hormigon, estos eventos deben
poder definirse previamente. Este procedimiento, que en definitiva es una interpolacién
multilineal, se puede efectuar de varias maneras, por ejemplo manteniendo constante los
intervalos de deformacion o también, manteniendo acotada la pendiente de cada tramo.

Sin embargo, en el modelo de material utilizado para las fibras de hormigén confinado la
determinacion del factor de eventos no es trivial debido principalmente a que la formulacion
no-lineal del material determina un modulo tangente instantaneo variable para los intervalos
de carga. Por otra parte, la consideracion de un modelo de dafio para el material, implica un
modulo de descarga diferente segtin el nivel de deformaciones plasticas instantaneas. Todo
lo expuesto pone en evidencia la dificultad natural de efectuar procedimientos de multi-
linealizacién sobre el diagrama de tensiones y deformaciones del hormigén.

El objeto del presente paragrafo es definir un procedimiento numérico que permita
determinar el maximo incremento de deformaciones en una fibra de hormigén confinado
para un estado dado, sin necesidad de multilinealizar previamente la respuesta del material.

El médulo secante entre dos estados admisibles estara dado por la relacion (V.86), en la que
los estados inicial y final (incognita) pueden estar o no sobre la superficie de fluencia:

t+At t
E=—F(— (V.86)
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Este cociente incremental es la definicion del modulo tangente cuando el intervalo de cargas
tiende a cero. A partir de esta definicion se puede plantear un procedimiento sencillo para
determinar en cada estado el maximo incremento de deformaciones del paso.

Si se conoce el modulo secante del ultimo incremento de cargas que recibio la fibra en su
historia de cargas 'E , es posible establecer un criterio a cumplir por el médulo secante del

paso de cargas siguiente para el cual se busca el factor de eventos.

En un material como el hormigoén confinado en endurecimiento, un criterio posible es acotar
el modulo secante de manera tal que el mdédulo secante del paso siguiente no sea muy
diferente al del paso anterior. A este criterio se lo denomina criterio de convergencia:

HAE > tE (V.87)

Estableciendo una cota del minimo modulo aceptado para el paso siguiente, estamos
acotando la derivada de la funcion. El parametro 0.5 < y < 1 se denomina parametro de
convergencia y define la variacion maxima admisible entre moédulos secante de diferentes
pasos.

En el limite inferior, el minimo niimero de puntos necesarios para linealizar la respuesta del
hormigoén desde el origen son 2. En este caso se tiene un mddulo secante nico para todo el
tramo de endurecimiento y el parametro de convergencia tiene su valor minimo:
E 50%
/J; =
=

=05 (V.88)

Este caso significa que el incremento maximo de deformaciones que puede sufrir una fibra es
la deformacién de fluencia &, a partir de la cual el material entra en la zona de

ablandamiento por deformaciones.

El limite superior pt = 1 es el limite del cociente incremental en donde el incremento de
deformacion ya no es mds un incremento finito sino infinitésimo, y en este caso deja de tener
sentido como criterio para un modulo secante. Este procedimiento es el utilizado en algunos
algoritmos para los cuales existe un desbalance de tensiones (y fuerzas) sistematico en cada
paso de cargas (ver II1.1.6)

La aplicacion del criterio de convergencia es equivalente a un proceso de linealizacion por
tramos de la formulacion del material. Como ejemplo de ello se puede observar el caso
particular de un incremento monotdnico de cargas (push-over) sobre una fibra de hormigén
armado?®: la sucesion de posibles mddulos tangente del material, para un incremento de
carga monotonico y para una fibra inicialmente descargada y sin deformaciones plasticas
residuales, seria la siguiente:

FE =E,, E=puEy, E=(u?E,.E=(rE (V.89)

% En la secciéon VI.1.3 se pueden ver los resultados de un ensayo de carga monoténico sobre una fibra
perteneciente a una seccion de hormigén armado confinado por estribos
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Conocido el médulo secante minimo admisible, es posible determinar ahora el incremento
maximo de deformaciones a partir de los algoritmos de retorno definidos en la seccion IIL.3,
lo cual es el objeto del paragrafo siguiente.

V.3.4. Determinacion del factor de eventos en el hormigon confinado

Segun el criterio de convergencia definido en (V.87) el maximo incremento de deformacion
estara determinado por el minimo mddulo secante admisible para el paso de cargas de la
fibra:

t+At t
o— 0
p- By

t+At

El factor de eventos dependera entonces del estado final de tensiones o hasta el cual se

cumpla el criterio de convergencia.

Empleando el mismo razonamiento utilizado en las fibras de acero, una fibra que se
encuentra en un estado inicial eldstico (tF < 0) se deformara con el modulo tangente elastico

hasta alcanzar la superficie de fluencia de compresion, en el caso de un incremento de carga
o bien, hasta alcanzar la superficie de fluencia de traccion en el caso de una descarga; para
dicho estado inicial existiran dos intervalos de deformaciones posibles dentro de los cuales
se mantiene constante el moédulo de carga.

Estas dos situaciones se pueden formular de la siguiente manera:

— (to-Ae>0)
Atemax — = (V.91)

(TeP —Te) (‘o-Ae <0)

Si el estado inicial de la fibra se encuentra en un estado inicial elastopldstico (tF = O), debe

distinguirse previamente si la superficie de fluencia a la que pertenece el estado inicial es de
compresion o de traccion. Si la fibra analizada se encuentra en un estado inicial perteneciente
a la superficie de fluencia de compresion, un incremento de deformaciones en carga debera
estar acotado segun el criterio de convergencia definido en (V.87).

Reemplazando y resolviendo la ecuacién se obtienen los maximos desplazamientos para
eventos de carga y descarga:

. (te—éo)-(l—u) (tO'-A6>0)
A'e =1, ‘ ‘ (V.92)
(TeP —Te) (‘o-Ae <0)

Si la fibra se encuentra en un estado inicial perteneciente a la superficie de fluencia de
traccion, significa que la misma se encuentra fisurada. El criterio que definia si una fisura se
encontraba abierta estaba determinado por la deformacion plastica umbral o, (ver II1.3.9)

Ae + 1P + o, >0 (V.93)
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Un incremento de deformaciones en descarga tenderda a abrir mas esta fisura
indefinidamente, con lo cual esta fibra no controlara al paso por factor de eventos. En cambio
los incrementos de deformaciones en carga tenderd a cerrar la fisura y ésta deformacion
umbral serd la que determine el incremento maximo de deformaciones:

At — (P + o ) (‘o-Ae>0)
= V.94
: 00 (‘fo-Ae <0) (V-39

Finalmente, el factor de eventos queda determinado segtin su definicion a partir del maximo
incremento de deformaciones de la fibra.

t __max
A'e

)\ev
Ate

(V.95)

V.3.5. Desarrollo del algoritmo principal del programa de elementos finitos

El método por eventos hasta ahora visto, se utilizé para controlar el tamafio de paso a partir
del maximo incremento de deformacién sobre una fibra, de modo tal que el mdédulo secante
entre un estado inicial t y un estado final t + At verifique con el criterio de convergencia.
El objeto de la presente seccién poder aplicar este procedimiento como una estrategia de
control de fuerzas.

Supongamos que en un instante dado t + At se impone un incremento arbitrario de cargas

exteriores sobre el elemento.

AR — TR £ AR (V.96)

El caracter arbitrario del incremento esta asociado a que no ha sido aun verificado por el
algoritmo de control de tamafio de paso, por lo cual se indica en la notaciéon con un subindice
(*). Por otra parte y para generalizar el procedimiento por induccidn, se reemplaza el valor
nulo del superindice de la primer iteracién (0) por (n).

Asumiendo que el elemento se encuentra en un estado de equilibrio para la configuracién
del estado anterior, se calcula una resultante de fuerzas internas de la iteracién inicial a partir
de aquella.

tHAtEM) o tF (V.97)

Conocido el estado de deformacion del elemento en el instante t a partir de la resultante de
fuerzas internas, se formula una aproximacion de la matriz tangente del elemento en la
iteracion inicial a partir del estado anterior.

tHAt K™ ~ K(T0) (V.98)

El incremento de fuerzas exteriores se traduce en un desbalance de fuerzas para el instante
t 4+ At:

AL (0) _ t+AtR _ t+Atp(n) (V.99)
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Segun el procedimiento de linealizacion del equilibrio visto en la seccidon IV.3, se obtiene el
incremento iterativo de desplazamientos de la iteracion inicial.

5O — _[t+At K(n)]*l . LRAEr(M) (V.100)

Se calcula el incremento en las deformaciones de prueba en todas las secciones del elemento,
a partir de la matriz derivada de deformaciones, utilizando la forma lineal de I1.6.5
t 40 ¥ tn T Uy
(6'eR) ~['Dx| -6 U (V.101)
A partir de la hipdtesis de las secciones planas de (I1.94) se calcula el incremento de

deformacion de cada fibra utilizando la matriz de transformacion evaluada en los puntos de
integracion local que determinan la posicion de las fibras de la seccion.

(stel) =27 - (s%g) (V.102)

Se determina el méximo incremento de deformaciones admisible de la fibra i, ya sea una
barra de acero o una fibra de hormigon, segun los procedimientos numéricos de los
paragrafos V.3 . Luego, se determina el factor de eventos de la fibra.

i >max

CRAL(j\(+D) _ (Aek
) (stel)

En alguna seccion del elemento existird una fibra que tendra un factor de eventos menor a
todos los restantes de la estructura. Este factor de eventos minimo serd el que determine el

(V.103)

maximo incremento de deformaciones de la fibra mas critica del elemento.

41 . t+At i \(n+1)
ATt = mm{ (X) } (V.104)
El factor de eventos minimo establece un intervalo de deformaciones admisible para todas
las fibras del elemento a partir de la fibra mads critica. Para la iteracion (1) se corrige el

incremento de deformaciones de todas las fibras.

- 1 - *
(stel "D = A0 (stef ) (V.105)
Debido a la existencia de la no-linealidad geométrica, no es posible extender esta propiedad
a la relacion que existe entre las fuerzas y los desplazamientos del elemento de manera
rigurosa. Sin embargo puede aceptarse la validez de esta hipdtesis de manera aproximada ya
que el intervalo de deformaciones lineal de la fibra, cualquiera sea el criterio de convergencia
empleado, siempre estard asociado a un pequefo incremento de desplazamientos en el
elemento. Por lo tanto, se corrige con el factor de eventos el incremento de desplazamientos
del elemento.

~(n+1)

SO0 = \0ED st gt (V.106)

min

t ~(n+1)

At ~ At~
t+At ~(n+1) _t+ tU(n) 160 (Vv.107)

U
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En este punto interesa conocer el estado actualizado de tensiones el cual se determina a
partir de los algoritmos de retorno vistos en IIL.3.

(5tel | AR (stg, ™D (V.108)

Dentro del intervalo de deformaciones admisibles, los incrementos de tensiones son lineales
con las deformaciones y a partir de éstos, se determina una mejor aproximacion de la matriz
secante elastoplastica de la fibra i .
1 0
1 (V.109)

2-(1+ i)
La matriz secante elastoplastica de la seccidn se determina segun los esquemas de
cuadraturas vistos en V.1.4

t+At (C|I< )(n+1) ~ t+At (é\li )(n+1) )

=

t+At ( §k >(n +1)

h - i T tHAt A D i
~oe b (2T T (T 7 (V.110)
i=1
La resultante de esfuerzos internos puede determinarse directamente a partir del estado de
tensiones actualizado del elemento segtin el esquema de cuadraturas de V.1.3

At (14D i:w 12T t+at (sk )“‘* 2 (V.111)
i=1

Sin embargo y debido a que el intervalo de deformaciones mantiene la linealidad del paso, es
mas eficiente desde el punto de vista computacional determinar la resultante de esfuerzos
internos a partir de la matriz secante elastoplastica, ya que se evita una integracion numérica
adicional sobre las fibras. Para ello debe corregirse previamente el estado de deformacion de
las fibras con el factor de eventos.

t+At /1~ 1 *
§5tQ O+ = ' (5 )(“+ ) ACD (step ) (V.112)
tratg (04 — t+atg () 4 stQ M+ (V.113)

Si no se consideran deformaciones por corte, la matriz derivada de deformaciones se
determina en t + At utilizando las funciones (derivadas) de forma del estado anterior:

t+At Dk(n+1) ~ tBl'Z + tBllzlL .[t—&-AtO(n—&-l) ]T tBEL (V.114)

La formulacion de las deformaciones por corte basada en el equilibrio derivé en funciones de
forma afectadas por los pardmetros de estado, es decir dependientes del estado del material.
En problemas de grandes deformaciones se producen cambios importantes sobre los

parametros de estado @,E)?,Ej,@\ y la matriz derivada de las funciones de forma

debera actualizarse previamente a la determinacion de la matriz tratp, (04D
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t A At +1
{Bk B } (5 {B,& Bl }(n ) (V.115)
En este caso, la matriz derivada de deformaciones se determina en t + At segun
tHAtD (D) o tHAtRLOHY) | trAtgNLMD) [t+At0(n+l) ]T t+AtgNL(+1) (V.116)

A partir del conocimiento de la resultante de esfuerzos internos se actualiza la matriz
tangente de rigidez. En este caso y al igual que en (V.114), puede omitirse durante cierto
numero de pasos la actualizacion de las matrices de interpolacion.

L m u ~al
t+At K(n+1) ~ . ,(A( X t+AtQ i tBNL . tBNL + t+AtD X t—i—AtS . t+AtD
2 ;- ( k [ k ] k k [ k ] k )
(V.117)

En un planteo de Newton-Raphson modificado, esta etapa puede evitarse durante el proceso
iterativo y solo deberd actualizarse la matriz al final de cada paso de cargas.

La resultante total de fuerzas internas se determina en t + At a partir de los esfuerzos
internos y la derivada de las deformaciones actualizados

L < T
tHALE(N+D) =2 ZM .[tJrAtQk(nJrl)] tratp, (04D (V.118)
k=1

Debido a que el factor de eventos permitié efectuar un paso lineal respecto del material, la
resultante total de fuerzas internas también puede determinarse también a partir del
incremento de fuerzas internas del elemento.

q
(St F(n+1) ~ % Z,[A( L t+HAt Dk(n+1) X 6tQk(n+1) (V.119)
=1

tHAtE(N+]) — tHAtE(N) | stE(+D) (V.120)

El paso final de la iteracion consiste en actualizar el vector de fuerzas desbalanceadas para
dar lugar a un siguiente paso iterativo o bien, segtn los criterios de convergencia utilizados,
finalizar el procedimiento iterativo.

AL (n+]) _ t+Atp _ t+At(n+1) (Vv.121)

El factor de eventos asi definido es un multiplicador del control de fuerzas, determinado por
un criterio de convergencia previamente definido sobre el material, tal que permite efectuar
incrementos finitos lineales (en relacion al material) de desplazamientos sobre el elemento. El
procedimiento asi definido se puede clasificar como un método de control automatico de
tamafio de paso.
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Fig.32. Diagrama de flujo del algoritmo principal de actualizaciéon de estado del programa.
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VI. VALIDACION NUMERICA






VI1.1. MODELOS CONSTITUTIVOS DEL MATERIAL

VI1.1.1. Introduccion

El objetivo de la presente seccion consistira en evaluar la respuesta numérica de los modelos
constitutivos uniaxiales de las fibras de hormigén armado. A partir de los algoritmos de
retorno definidos en III.3 se implementaron una serie de subrutinas de programa (modulos)
y se obtuvo la respuesta de la fibra sometida a diferentes ciclos de carga y descarga,
mediante rutinas de control de desplazamientos (deformaciones).

Los algoritmos (mddulos) utilizados para las simulaciones en fibras de hormigén fueron
RMACC[]. FIBSTIFFCC[] y SETCCPROP[]. Los algoritmos utilizados para las
simulaciones en fibras de acero fueron RMAST[], FIBSTIFFST[] STCYCLIC[]-
Todos estos modulos forman parte del programa prototipo principal FEARCS[]. La
descripcién de los diferentes mdédulos y subrutinas del programa, como asi también la
estructura de entrada y salida de datos se pueden ver en la referencia [33]

Los algoritmos especificos implementados para el control de desplazamientos sobre las
fibras de hormigoén y acero fueron RCCYCLIC[] y STCYCLICL].

En las fibras de hormigon se analiza la respuesta del modelo constitutivo del material sobre
fibras pertenecientes a secciones de hormigén armado con diferentes niveles de
confinamiento provisto por los estribos. Asimismo, se evalua la influencia del factor de dafo
y el grado de confinamiento sobre la historia de cargas de la fibra.

En las fibras de acero se analiza la respuesta del modelo constitutivo del material para
diferentes tipos de comportamiento del material en plasticidad. La correlacion de la
respuesta numérica con ensayos fisicos escapa al alcance del presente trabajo.

No se evalda la influencia de la velocidad de carga ni se efectian estudios de sensibilidad
para los parametros de convergencia en las fibras de hormigén confinado. Tampoco se
efectia una correlacion de la respuesta numérica de los modelos constitutivos con ensayos
fisicos, ya que dicho andlisis escapa al alcance y al objetivo del trabajo.
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VI.1.2. Ensayo de compresion en una fibra de hormigén

En la figura siguiente se muestra la respuesta del modelo constitutivo de las fibras de
hormigén confinado para una fibra sometida a un incremento monotoénico de cargas desde

% =0-% a ' =15 -%. Las propiedades del hormigén utilizado en la simulacién

numérica fueron las siguientes: fcl ~ 30.199- MPa ; g, = 0.00245. El parametro de
convergencia se adopté en p = 0.75

VI.1.3. Ensayo de carga ciclica sobre una fibra de hormigon

En la Fig.34 se muestran los resultados de la simulacién numérica de un ensayo de carga
ciclica sobre una probeta de hormigon confinado, para diferentes niveles de confinamiento y
considerando el efecto de dafo en el modulo de descarga y recarga (ver II1.2.13). Las
propiedades del hormigon utilizado en la simulacion numérica fueron las siguientes:

o' ~ 30.199- MPa ; g, = 0.00245. El pardmetro de convergencia se adopté en z = 0.75
La influencia del pardmetro dafio en el mddulo de recarga del hormigoén se evaltia también

en fibras pertenecientes a secciones de hormigén armado con diferentes grados de
confinamiento como se observa en la Fig.35 y Fig.36

VI.1.4. Ensayo de carga ciclica en una fibra (barra) de acero

Se analiza la respuesta de la implementacion numérica de los algoritmos de retorno para las
barras de acero. En la figura siguiente se observa la respuesta de un ensayo de carga ciclica
para una fibra de acero, para diferentes hipotesis de endurecimiento por deformaciones.
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0,0% -0,2% -0,4% -0,6% -0,8% -1,0% -1,2% -1,4% -1,6%
E [ms/m]

Fig.33. Simulacién numérica de un ensayo de carga monotdnico sobre una fibra de hormigén perteneciente a una seccion con diferentes grados de confinamiento A-1: Fibra no
confinada. A-2: Estribos 6 -¢/25-cm;p = 0.19%;k = 1.04; A-3: Estribos¢6.¢c/15-cm;p = 0.32%;k = 1.06;

A-4:Estribos ¢6.¢/7,5-cm;p = 0.63%;k = 1.13; A-5:Estribos $12.¢c/5-cm;p = 3.78%;k = 1.76)



166 VALIDACION NUMERICA

O wpra] —~—-B-1

-35 r

30 F R — KR R —
| 5 |
| 5 |
25 | - > 3
e N |
-20 e |
g |
/) >
-15 | y /0 B A A S
-10 | 4 | |
-5 | §
| | %
1 | & [m/n]
o $. Vl 1 @ 1 Vl 1 1 ]

0,0% -0,1% -0,2% -0,3% -0,4% -0,5% -0,6% -0,7%

Fig.34. Ensayo de carga ciclica en una fibra de una seccién no confinada considerando el modelo simplificado de dafio con Yy = éu / éo — 0.1. Se observan algunas pequefias

oscilaciones numéricas cercanas a la tension pico, debido principalmente a un valor del factor de convergencia bajo.
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Fig.35. Ensayo de carga ciclica en una fibra de una seccién confinada con estribos ¢6¢ /25 - cm - El factor de dafio utilizado fue de 4, = |§U / éo =0.1
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Fig.36. Ensayo de carga ciclica en una fibra de una seccién confinada con estribos ¢6¢/7,5-cm;p = 0.63%;:k = 1.13. El factor de dafio utilizado fue de 4, = éu / |§0 =0.1-

Para idéntico factor de convergencia a los problemas anteriores, no se observan oscilaciones numéricas a partir de un minimo grado de confinamiento.
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Fig.37. Respuesta del modelo para una barra de acero sometida un ciclo de cargas con endurecimiento a) isotropico, b) cinematico y ¢) comportamiento elastoplastico ideal.
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Fig.38. Respuesta de un ensayo de carga ciclica para una fibra de acero considerando el efecto Bauschinger segtin el modelo de endurecimiento cinematico bilineal

implementado.
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Fig.39. Respuesta del modelo constitutivo para una barra de acero sometida un ciclo de cargas con endurecimiento por deformaciones isotropico. Se observa el aumento de la

tensién de fluencia para la misma amplitud de deformaciones, segtin la historia de cargas.
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VI1.2. MENSULA DE HORMIGON ARMADO

VI1.2.1. Introduccion

En los dltimos afos, se han realizado una cantidad importante de estudios relacionados con
el comportamiento en ablandamiento de elementos estructurales de hormigén armado. Una
revision exhaustiva de estos estudios puede verse en Zeris, C.A [34]

En esta seccion se analiza la respuesta experimental de una ménsula de hormigén armado
sometida a cargas ciclicas comparada con los resultados numéricos obtenidos por elementos
finitos para la misma estructura. Ambas vigas son modelos a escala de una viga tipica en la
region mas critica de un portico ductil de hormigén armado de un edificio de 20 pisos ()

/ CRITICAL ‘
REGION ||

DEFORMED FRAME WITH STRONG COLUMNS

P
’ CRITICAL r

REGION

T

Fig.40. a) Region critica de un pdrtico ductil de hormigén armado en un edificio de 20 pisos. b)
Esquema de cargas sobre el modelo a escala ( Ma et al [18])

VI.2.2. Los ensayos de Ma, Bertero y Popov

Uno de los primeros y mas exhaustivos trabajos relativos al comportamiento histerético de
estructuras de hormigon armado en cargas ciclicas fueron realizados por Ma, Bertero, y
Popov [18] En este estudio se realizaron ensayos sobre ménsulas de hormigén armado de
diferentes secciones, sometidas a ciclos de carga.

Para correlacionar numéricamente los valores de ensayo con la respuesta numérica del
modelo de elementos finitos, se utilizaron los valores de respuesta del espécimen R-4 de la
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referencia citada. En la Fig.41 se indican las dimensiones, recubrimientos y distribucion de
las armaduras de la viga R-4
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Fig.41. Propiedades geométricas del espécimen R-4 : a) Seccion transversal. Armaduras
longitudinales y estribos b) Dimensiones en planta y disposicion de estribos (Ibidern)

La relacion longitud / altura del elemento estructural supone que los efectos de las
deformaciones por corte seran pequenios con un comportamiento gobernado por flexién, y en
concordancia con el tipo de elemento estructural que representa el modelo a escala.

El espécimen R-4 se someti6 a un programa de desplazamientos impuestos en el extremo del
elemento. La diferencia entre valores extremos del programa de desplazamientos se debe a la
armadura longitudinal no-simétrica, como se indica en la Fig.42.



MENSULA DE HORMIGON ARMADO

175

or
a
| 3
R %5
P
20/ \'Y
0
3 o
a
-
=20

Fig.42. Programa de cargas y desplazamientos en el extremo sobre el espécimen R-4. Las fuerzas
estan en unidades del sistema imperial [kip]. (Ibidem)

Las caracteristicas del hormigon utilizadas en el ensayo del espécimen R-4 se indican en
Fig.43): maxima tension de compresion (probeta cilindrica):
fo' = 4380 psi (30.199 - MPa); deformacion a la tension maxima &, = 0.245-%. El
modulo tangente inicial utilizado en el modelo parabdlico del hormigdn confinado se calcula
a partir de los valores maximos de tension y deformacion y resulta en E, = 24650 - MPa.

Este valor es menor al mdédulo secante equivalente dado por la norma ACI [01] calculado a
partir de la tension maxima y la densidad (peso especifico) del material con

E. = 3810 -ksi (26269 - MPa)
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Fig.43. Caracteristicas mecanicas de los hormigones utilizados en los ensayos de la referencia
(Ibidem)
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La respuesta numeérica del modelo constitutivo para las fibras de hormigon se analiz6 en los
paragrafos VI.1.2 y VI.1.3 , aunque no se efectuaron estudios de correlacion con los valores
del ensayo citados arriba. El tramo de ablandamiento del hormigén se ajusté numéricamente
teniendo en cuenta el tamano de la probeta respecto al tamafio del elemento utilizado, para
tener en cuenta el fendmeno de localizacion.

Las caracteristicas del acero utilizado en las armaduras del espécimen se indican en la figura
siguiente. El modelo numérico para las fibras de acero, evaluado numéricamente en el
paragrafo VI.1.4, no considera el plafon de fluencia para el primer ciclo de cargas del acero.
El aumento de la tensién de fluencia del acero se considera a partir de los mdédulos de
endurecimiento cinematico e isotrépico.
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Fig.44. Caracteristicas mecanicas de las barras de armadura utilizados en los ensayos de la
referencia ([bidem)

Los diagramas de carga-desplazamiento y momento-curvatura media del espécimen R-4 se
indican en las Fig.45 y Fig.46. La curvatura media del espécimen se determind a partir de la
medicién del giro dedos secciones claramente identificadas en el ensayo. Sobre estas
secciones se dispusieron tres marcos de acero rigidos separados 7”(18 cm) desde el apoyo y
entre si.

Los diagramas claramente reflejan la presencia de armadura longitudinal no-simétrica.
Sometida a grandes ciclos de desplazamiento en su extremo, la falla se produjo por el
pandeo inelastico de las barras de la armadura inferior, 50% menor de la armadura superior.

La respuesta desde el punto 15 al punto 16 responde a un fenémeno denominado pinching el
cual se describe a continuacién:

El fenémeno de pinching

Cuando la ménsula es sometida a una carga reversa de abajo hacia arriba (es decir,
comprimiendo la armadura superior) las fisuras existentes en la cara superior no se cierran
debido a que la armadura superior puede tomar toda la fuerza de compresion necesaria para
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equilibrar la resultante de traccion inferior. En la siguiente incremento de cargas hacia abajo
(armadura superior traccionada) la situacion se invierte, con la diferencia que el acero de la
armadura inferior comprimido no puede equilibrar solo la resultante de tracciéon superior.
Consecuentemente, las barras de acero de la armadura inferior se deforman (slip) hasta que
las fisuras se cierran y el hormigdén comienza a colaborar nuevamente en compresion.
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Fig.45. Diagrama momento-curvatura del ensayo sobre el espécimen R-4 (Ibidem)
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Fig.46. Diagrama carga-desplazamiento del ensayo sobre el espécimen R-4 (Ibidem)



178 VALIDACION NUMERICA

VI.2.3. Correlacion de los ensayos con un modelo de elementos finitos

Los resultados del ensayo sobre espécimen R-4 fueron correlacionados con los resultados
numéricos de una serie de modelos de elementos finitos. Para evaluar el comportamiento del
elemento propuesto, se formularon tres modelos de elementos finitos denominados como:
R4-A, R4-B y R4-C. El modelo R4-A fue discretizado con una malla de 6 elementos de dos
nodos principales y un nodo interno. Los elementos se dispusieron con dos tamanos
diferentes, siendo los elementos de menor longitud los mas cercanos a la zona de mayores
deformaciones plasticas.

El modelo R4-B fue discretizado con una malla de 2 elementos de dos nodos principales y un
nodo interno. Los elementos se dispusieron con dos tamafios diferentes, siendo el elemento
de menor longitud el mas cercanos a la zona de mayores deformaciones plasticas.

El modelo R4-C fue discretizado con la misma malla del modelo R4-A con la salvedad de que
se dispuso un elemento adicional “detras” del empotramiento para poder simular de manera
aproximada el alargamiento real de las barras empotradas (sliding) dentro del nudo. La
longitud del elemento adicional se adopté similar a la utilizada como longitud de anclaje en
el ensayo fisico.-
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Fig.47. Diagrama de curvatura del modelo numérico R-4.A.
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Fig.48. Diagrama momento-curvatura del modelo numérico R4-A. (Signos Invertidos)
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Fig.49. Diagrama momento-curvatura del modelo numérico R4-B. (Signos Invertidos)
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Fig.50. Diagrama momento-curvatura del modelo numérico R4-C. (Signos Invertidos)
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Fig.51. Diagrama carga-desplazamiento del modelo numérico R4-A. (Signos Invertidos)
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Fig.52. Diagrama carga-desplazamiento del modelo numérico R4-B.
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Fig.53. Diagrama carga-desplazamiento del modelo numérico R4-C.
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Fig.54. Comparacion de los diagramas de carga-desplazamiento de los modelos R4-A, R4-B y R4-C.
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Fig.55. Comparacion de los diagramas de momento-curvatura de los modelos R4-A, R4-B y R4-C..
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VI1.3. COLUMNA DE HORMIGON ARMADO

V1.3.1. Introduccion

Con el objeto de simular numéricamente el comportamiento de una columna de hormigén
armado de un piso inferior sometida a cargas ciclicas, se efectué un modelo de elementos finitos
con un programa de cargas acorde al de una excitacion sismica.

VI.3.2. Correlacion de los ensayos con un modelo de elementos finitos

El modelo de elementos finitos se cargd con un programa de cargas que combina compresion /
traccion y flexion ciclica. La malla de elementos finitos esta formada por 2 elementos de 2 nodos
con un nodo intermedio para deformaciones membranales, con dos tamafios de elemento
diferentes. Las caracteristicas mecdnicas de los materiales se adoptaron con los valores del
modelo R-4. Las propiedades geométricas del elemento se tomaron iguales a las del espécimen
R-5 del ensayo (seccion rectangular de hormigén armado con armadura simétrica), con idéntico
grado de confinamiento que el espécimen R-4

La respuesta del modelo, con un minimo numero de elementos, mostrd resultados

satisfactorios.
0,4 0,15 | I
: 0,12201 :
0.3 ; 0.1 0,10458 | ‘
| |
072' ””””” | |
0,05 1 : :
0,1 A1 | |
| |
[} fa] 0 T T
= ° z | |
014N\ S & 0,05 - | |
| |
| |
=0.21 -0,1 4 I |
| |
0,314 -\~ ‘ ‘
-0,15 4+ -~ ~0,153384 -

0,44 - ‘
| |

-0,5 - -0,2 -

Fig.56. Programa de cargas ciclicas
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Fig.57. Diagrama carga-desplazamiento del modelo R5-A. Desplazamientos verticales sobre el nodo extremo (2)

0,040

191



VALIDACION NUMERICA

192

Fig.58. Diagrama momento-curvatura del modelo R5-A. Curvatura sobre el nodo del empotramiento (1)
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Fig.59. Diagrama carga-desplazamiento longitudinal medidas sobre el nodo extremo (2).
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Fig.60. Tensiones en las barras de armadura, pertenecientes a diferentes secciones (puntos de Gauss) del elemento 1




VI1.4. CONCLUSIONES

Se formuld un elemento finito de viga-columna de dos nodos, basado en interpolacion
hermitica de desplazamientos. El elemento incluye cinematica no lineal, deformaciones por
corte y funciones de forma dependientes de la rigidez del material, con un niimero de puntos
de integracion que puede ser elegido por el usuario.

En cada punto de integracion se discretizo la seccion a través de un ntimero de fibras que
también puede ser elegido por el usuario. Cada fibra admite una ecuacion constitutiva que
puede ser la de hormigoén confinado o barras de acero. La integracion sobre las diferentes fibras
de la secciéon “condensa” la no-linealidad del material en un conjunto de parametros de estado,
los cuales representan la rigidez de la seccion y luego se interpolan sobre todo el elemento a
través de un esquema de funciones de forma ampliadas.

Se extendio la ecuacion constitutiva de hormigdn confinado en carga monotdnica para carga
ciclica y dafio elastico. Esta ecuacion fue implementada numéricamente mediante un algoritmo
de retorno implicito resuelto analiticamente. Para el acero se adopté un modelo de elasticidad
lineal y plasticidad con endurecimiento isotrdpico y cinematico, implementado con un
algoritmo de retorno radial clasico (Simo). Esto permiti6 la consideracién del efecto Bauschinger
con razonable precision y una formulacion matematica consistente.

Se implemento una estrategia numérica para la actualizacion de variables de estado a partir del
control de deformaciones a nivel de fibra y del control de fuerzas a nivel de elemento. La
utilizacion del control de fuerzas como estrategia de actualizacién, trajo como resultado
inestabilidades numéricas cercanas a la carga maxima de colapso. Estas inestabilidades son
inherentes al método y sugieren la implementacion de una estrategia de control de
desplazamientos para este tipo de problemas.

Pocos elementos fueron suficientes para obtener una razonable capacidad predicitiva atin en
situaciones complejas de carga y geometria. Este comportamiento se obtuvo gracias a una
interpolacion hermitica de desplazamientos y una interpolacion de deformaciones por corte
consistente, con funciones de forma variables con el cambio de la rigidez de cada punto de
Gauss. A nivel de secciones, pocas fibras permiten obtener buenas aproximaciones, también
gracias a una elevada precision de los algoritmos de integracién correspondientes (Gauss-
Lobatto). En contrapartida, discretizaciones con un ntiimero de fibras mayor a 9, presentan
inestabilidades numéricas que pueden evitarse usando esquemas de integracion del tipo
cerrado (Newton-Cotes).

Finalmente un programa de computacion utilizando los lineamientos descriptos fue
desarrollado y aplicado a algunos problemas de referencia, obteniéndose resultados que ajustan
con razonable aproximacion los valores experimentales.
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